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Resumo
Antoniolli Passalacqua, Ricardo Luiz, Ana´lise de reparos estruturais compo´sitos colados
usando o me´todo do elementos finitos. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica,
Universidade Estadual de Campinas, 2009, 118 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado).
Reparos estruturais sa˜o frequentemente utilizados para restaurac¸a˜o da resisteˆncia original de
estruturas que apresentem alguma falha considerando crite´rios associados a` integridade estrutural
ou a` alterac¸a˜o de alguma capacidade inicial do projeto. As principais aplicac¸o˜es na engenharia
sa˜o: em estruturas aerona´uticas, na recuperac¸a˜o de pontes e em dutos da indu´stria de petro´leo
e ga´s. Neste trabalho, estuda-se o comportamento mecaˆnico de reparos estruturais manufatura-
dos em materiais isotro´picos e compo´sitos. Duas te´cnicas de fixac¸a˜o dos reparos sa˜o consideradas:
rebitagem para os reparos meta´licos e colagem para os reparos meta´licos e compo´sitos. Os crite´rios
de falha considerados sa˜o: crite´rios da energia de distorc¸a˜o de von Mises e crite´rio de fratura fra´gil
linear ela´stica. O objetivo principal e´ o desenvolvimento de me´todos de predic¸a˜o nume´rica do
comportamento mecaˆnico dos reforc¸os estruturais levando-se em conta a modelagem das falhas
na estrutura original, dos reparos adicionados e da te´cnica de adesa˜o utilizada. As aplicac¸o˜es
propostas envolvem ana´lise nume´rica de chapas e placas homogeˆneas e de materiais compo´sitos.
A te´cnica nume´rica selecionada e´ o me´todo dos elementos finitos, que e´ empregado para os ca-
sos de estado plano de tensa˜o e de flexa˜o de placas delgadas. Crite´rios de desempenho relativo
sa˜o propostos para auxiliar na ana´lise e otimizac¸a˜o de estruturas trincadas, reparadas pelo uso
de chapas em compo´sito coladas. Para a modelagem do adesivo, sa˜o utilizadas formulac¸o˜es de
paraˆmetros concentrados equivalentes, sendo que as tenso˜es normais e cisalhantes sa˜o avaliadas na
regia˜o dos adesivos. Exemplos bidimensionais e tridimensionais foram implementados para validar
a metodologia proposta. Finalmente, as concluso˜es sa˜o apresentadas e sugesto˜es de investigac¸o˜es
futuras sa˜o propostas.
Palavras chaves:
Reparos Estruturais, Adesivos, Materiais Compo´sitos, Elementos Finitos.
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Abstract
Antoniolli Passalacqua, Ricardo Luiz, Finite Element Analyses of bonded composite patch.
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica, Universidade Estadual de Campinas,
2003, 118p. Dissertac¸a˜o (Mestrado).
Structural repairs are often used to restore the original strength of structures that present
failure associated with structural integrity or the modification of any initial capacity. The main
applications in engineering are: aeronautical structures, the rehabilitation of bridges and pipelines
in the oil and gas industry. This work present an analysis of the mechanical behavior of structural
repairs manufactured in isotropic or composites material. Two techniques for join the repairs are
considered: riveting for metallic repairs and bonding for metallic and composite repairs. The
considered failure criteria are: the criteria of distortion energy of von Mises and the criteria of
fracture mechanics. The main objective is the development of methods for numerical prediction
of the mechanical behavior of structural reinforcements considering the failures in the original
structure, the repair and the join technique. The proposed applications involve numerical analysis
of plates considering isotropic and composite materials. The numerical technique used is the
finite elements method, applied to plane stress and bending plates cases. Criteria for relative
performance are proposed to assist in the analysis and optimization of cracked structures, repaired
by the bonding of composite patchs. For the modeling of the adhesive, a concentrated parameters
formulation is used, and the normal and shear stress are evaluated in the adhesive layer. Two-
dimensional and three-dimensional examples have been implemented to validate the proposed
methodology. Finally, conclusions are presented and suggestions for future research are proposed.
Key words:
Patch Repair, Adhesives, Composite Materials, Finite Element.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o e relevaˆncia
No contexto da indu´stria aerona´utica, a fuselagem e´ geralmente constitu´ıda de cascas com
reforc¸adores meta´licos. Um painel trincado pode ser recuperado rebitando-se ou colando-se um
reparo sobre a regia˜o danificada. Na Figura 1.1, mostram-se dois esquemas de reparo rebitado e
reparo colado.
Figura 1.1: (a) Reparo rebitado e (b) reparo colado (Garcia 1998).
A presenc¸a de trincas em componentes mecaˆnicos reduz a resisteˆncia mecaˆnica e a resisteˆncia a`
fadiga desses componentes, causando um expressivo aumento nas tenso˜es e deformac¸o˜es do material
nas proximidades da ponta das trincas.
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A preocupac¸a˜o com o estudo de estruturas trincadas aumentou consideravelmente com o de-
senvolvimento das indu´strias aerona´utica, aeroespacial, automotiva, petrol´ıfera e naval, nas quais
existe a necessidade da realizac¸a˜o de projetos otimizados, com baixo peso e alta resisteˆncia. Tendo
em vista os requisitos severos de projeto, a probabilidade do surgimento de trinca ao longo da vida
das estruturas e´ grande, e em alguns casos, como nas aeronaves, um monitoramento cont´ınuo e´
obrigato´rio.
Algumas das falhas associadas ao surgimento de trincas, pode-se mencionar as falhas esta´ticas
e por fadiga causadas por sobrecarga inesperadas e na˜o contabilizadas no momento do projeto.
Nestes casos, usam-se os reparos estruturais como reforc¸adores, para alterar a rigidez e resisteˆncia
inicialmente prevista no projeto.
Uma das te´cnicas conhecidas para efetuar reparos em estruturas, e´ a te´cnica que usa placas de
reforc¸o de material composto colado na estrutura de alumı´nio, como pode ser visto na Figura 1.1(b).
Ao projetar um reparo composto, diversos fatores devem ser considerados para assegurar a
efica´cia e a integridade estrutural do reparo. Estes fatores incluem a rigidez, a forc¸a, a estabilidade,
a temperatura de operac¸a˜o, a durabilidade, e a aerodinaˆmica (Cole 1999).
Apesar do crescente uso dos reparos estruturais colados em estruturas aerona´uticas (Baker e
Jones 1988), os reparos mecaˆnicos que utilizam rebites, ou parafusos, para unir as partes estru-
turais, continuam sendo os de uso mais comum. Os reparos colados sa˜o prefer´ıveis em regio˜es
sujeitas a baixo n´ıvel de carregamento, enquanto que os reparos rebitados, ou parafusados, sa˜o
utilizados em regio˜es de alto n´ıvel de carregamento. A principal vantagem dos reparos colados
e´ a de minimizar as concentrac¸o˜es de tensa˜o por transmitirem as cargas de forma cont´ınua. A
principal limitac¸a˜o e´ associada a capacidade dos adesivos em transmitir cagas elevadas.
Reparos de componentes trincados em estruturas aerona´uticas sa˜o utilizados ha´ va´rios anos
e o seu projeto otimizado e´ uma exigeˆncia de seguranc¸a. O papel mais importante do reparo
aerona´utico em estruturas trincadas e´ realizar um desvio no carregamento, absorvendo quantidade
de energia que era suportada pela estrutura e, consequentemente, diminuindo o fator de intensidade
de tenso˜es nas vizinhanc¸as da ponta da trinca.
Se o reparo for utilizado como reforc¸ador, a sua func¸a˜o passa a ser aumentar a rigidez ou a
resisteˆncia ou ambos, de forma a garantir a integridade estrutural do conjunto estrutura mais
reparo.
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1.2 Objetivos, contexto e contribuic¸o˜es
O objetivo amplo deste trabalho e´ realizar uma ana´lise esta´tica de reparos colados em estruturas
aerona´uticas. A estrutura aerona´utica sera´ considerada como um material isotro´pico e para a
representac¸a˜o do reparo inicialmente sera´ utilizado um material tambe´m isotro´pico colado ou
rebitado a` estrutura. Na sequ¨eˆncia um modelo de material anisotro´pico sera´ utilizado para ana´lise
do reparo. Os resultados com os dois modelos sa˜o comparados.
Os objetivos espec´ıficos propostos neste projeto, destacando os de maior importaˆncia, sa˜o os
seguintes:
• Elaborar um estudo bibliogra´fico, sobre reforc¸o estrutural, e te´cnicas de junc¸a˜o, com especial
eˆnfase na te´cnica de colagem.
• Implementar e testar elementos de chapa e de placa para materiais isotro´picos, em um co´digo
desenvolvido pelo grupo de pesquisa do Departamento de Mecaˆnica Computacional da Uni-
camp.
• Aplicar o modelo nume´rico em casos de chapas trincadas, usando-se os elementos de chapa
para a modelagem do revestimento, e elementos quarter point para a modelagem das trincas.
• Estudar, implementar e testar as alternativas para modelagem de juntas coladas, sujeitas a`
trac¸a˜o e a flexa˜o.
• Estudar, implementar e testar os modelos de materiais compo´sitos aplicados a` descric¸a˜o dos
reparos.
Em relac¸a˜o ao grupo de trabalho onde esta´ inserida essa dissertac¸a˜o, a principal contribuic¸a˜o
refere-se a` introduc¸a˜o dos modelos espec´ıficos em material composto e modelos de adesivos para a
representac¸a˜o dos reparos estruturais em paine´is aerona´uticos.
1.3 Organizac¸a˜o do texto
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em oito cap´ıtulos principais, explicados a seguir:
No cap´ıtulo 1 apresenta-se a motivac¸a˜o para o desenvolvimento da tese e os principais itens
desenvolvidos neste trabalho.
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O cap´ıtulo 2 apresenta uma breve descric¸a˜o bibliogra´fica sobre os aspectos teo´ricos da mode-
lagem por elementos finitos de elementos adesivos e modelos de estruturas trincadas reparadas
atrave´s da colagem de materiais compo´sitos.
O cap´ıtulo 3 mostra-se a formulac¸a˜o de elementos finitos, para materiais isotro´picos, utilizando
a hipo´tese de estado plano de tenso˜es e a hipo´tese de flexa˜o de placa delgada destacando os
elementos implementados e o ca´lculo de tensa˜o com interpolac¸a˜o para os no´s dos elementos.
O cap´ıtulo 4 demonstra-se a formulac¸a˜o de elementos finitos, para materiais compo´sitos, uti-
lizando a hipo´tese de estado plano de tenso˜es e a hipo´tese de flexa˜o de placa fina.
No cap´ıtulo 5 da´-se enfase ao comportamento de juntas coladas, demonstrando as formulac¸o˜es
desenvolvidas por Goland-Reissner e Ojalvo-Eidinoff e a formulac¸a˜o por elementos finitos utilizada
para a implementac¸a˜o realizada nesta dissertac¸a˜o.
No cap´ıtulo 6 estuda-se me´todos de selec¸a˜o de reparos ou reforc¸ador a ser utilizado em uma
determinada estrutura, com ou sem trinca, utilizando como crite´rio o fator de intensidade de tensa˜o
calculado na ponta da trinca e a tensa˜o ma´xima de von Mises na camada de adesivo. Neste cap´ıtulo
o elemento quarter point e´ apresentado e uma utilizac¸a˜o e´ ilustrada.
No cap´ıtulo 7 demonstra-se a implementac¸a˜o computacional desenvolvida, a validac¸a˜o para o
ca´lculo da tensa˜o no elemento adesivo e o ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o na ponta da
trinca.
Finalizando, no cap´ıtulo 8 sa˜o apresentados os resultados obtidos utilizando os estudos dos
cap´ıtulos anteriormente apresentados, analisando chapas com trinca e reparo utilizando carrega-
mento distribu´ıdo no plano e analisando casca sem trinca e com reforc¸ador estrutural com carrega-
mento normal a estrutura.
Por u´ltimo, sa˜o apresentadas as concluso˜es gerais resultantes desta pesquisa de mestrado, assim
como sa˜o feitas propostas para a continuidade do trabalho.
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Cap´ıtulo 2
Revisa˜o Bibliogra´fica
Neste cap´ıtulo sera´ apresentada uma breve s´ıntese bibliogra´fica sobre o estudo das carac-
ter´ısticas de estruturas, com ou sem trinca, com reparo colado para a finalidade de reforc¸o estru-
tural. O estudo se concentra nos trabalhos relacionados a` analise do comportamento mecaˆnico
dos adesivos, usando o me´todo de elementos finitos como ferramenta para aproximac¸a˜o nume´rica.
Tambe´m sera´ apresentada uma revisa˜o da literatura ba´sica sobre modelagem de juntas coladas e
ana´lise de reparos estruturais.
2.1 Modelagem de juntas coladas
Apresenta-se em ordem cronolo´gica uma breve s´ıntese bibliogra´fica sobre o estudo das carac-
ter´ısticas de elementos adesivos, desenvolvidos usando o me´todo de elementos finitos. Restringe-se
ao caso da ana´lise do comportamento esta´tico de chapas e cascas coladas.
Um dos primeiros e mais importantes artigos publicados a respeito da modelagem de juntas
coladas foi publicado por Goland e Reissner (1944). Este artigo mostra a determinac¸a˜o de tensa˜o
na camada de adesivo atrave´s de um me´todo anal´ıtico. O artigo e´ dividido em duas partes, a
primeira refere-se a` determinac¸a˜o do carregamento na junta do adesivo, a segunda parte trata da
determinac¸a˜o das tenso˜es devido a esse carregamento aplicado. A soluc¸a˜o e´ obtida considerando
que a espessura do adesivo deve ser ta˜o fina que o efeito da flexa˜o na junta possa ser desprezado.
No Artigo de Ojalvo e Eidinoff (1978) e´ feita uma investigac¸a˜o anal´ıtica sobre a influeˆncia da
espessura do adesivo na distribuic¸a˜o de tensa˜o em uma junta adesiva. Este trabalho amplia a abor-
dagem ba´sica para juntas adesivas, originalmente proposta por Goland e Reissner (1944), atrave´s
da utilizac¸a˜o de uma equac¸a˜o mais completa da relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o, onde e´ considerada a
deformac¸a˜o por para a camada adesiva. Atrave´s das modificac¸o˜es propostas de alguns coeficientes
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da equac¸a˜o da tensa˜o de cisalhamento, novos termos da equac¸a˜o diferencial e condic¸o˜es de contorno
para a tensa˜o normal no adesivo foram obtidos. Adicionalmente, ocorre uma variac¸a˜o da tensa˜o
de cisalhamento na espessura do adesivo, na˜o importando o qua˜o fina seja esta camada.
No trabalho publicado por Carpenter (1980b) e´ apresentada uma nova formulac¸a˜o de elementos
finitos para uma camada adesiva. O elemento e´ baseado na formulac¸a˜o de Goland e Reissner
(1944) e na formulac¸a˜o de Ojalvo e Eidinoff (1978). As deficieˆncias das outras teorias e outras
formulac¸o˜es para elemento finito do adesivo ja´ desenvolvidas sa˜o mostradas e uma convergeˆncia
para uma nova formulac¸a˜o e´ discutida. Os resultados nume´ricos obtidos sa˜o comparados com
resultados experimentais.
Os modelos dos adesivos sa˜o aplicados na modelagem de reparos colados. Geralmente usa-se
elementos especiais que resistam exclusivamente ao esforc¸o de cisalhamento. No artigo de Tong
e Sun (2003b), e´ proposto um elemento adesivo utilizando o Me´todo dos Elementos Finitos em
estruturas curvas (casca), onde propo˜e-se uma ana´lise de tensa˜o simplificada. Utilizando este
me´todo, os autores propo˜em uma metodologia para determinac¸a˜o do projeto o´timo de reparo
colado para estruturas curvas. A ana´lise e´ feita considerando um sistema de 2, 5 dimenso˜es, ou
seja, o material da base e o reparo sa˜o considerados como estruturas planas sem espessura e o
adesivo modelado como uma estrutura so´lida, considerando uma simetria de 1/8 da estrutura. A
implementac¸a˜o do me´todo de otimizac¸a˜o e´ feita adotando-se as tenso˜es principais e as tenso˜es de
von Mises como varia´veis de projeto.
Atualmente, a utilizac¸a˜o de reparos compo´sitos colados vem sendo reconhecida como sendo
um me´todo eficiente e econoˆmico para ampliar a vida em servic¸o de um componente em alumı´nio
trincado (Tong e Sun 2003a). Os dados emp´ıricos para o projeto de juntas em material compo´sito
coladas sa˜o limitados a` problemas de flexa˜o de placas planas laminadas, onde o efeito da curvatura
no desempenho e na durabilidade dos reparos compo´sitos colados na˜o e´ conhecido. O artigo de Tong
e Sun (2003a) apresenta uma nova formulac¸a˜o de elementos finitos associado ao desenvolvimento
de um novo elemento adesivo adequado para a ana´lise de tensa˜o de reparos colados em estruturas
curvas. Exemplos sa˜o apresentados para demonstrar o efeito da curvatura e o efeito da localizac¸a˜o
do reparo no comportamento mecaˆnico da estrutura.
Neste trabalho, usa-se os modelos de adesivos propostos por Goland e Reissner (1944) e Ojalvo
e Eidinoff (1978) para a ana´lise de estruturas planas e curvas. A implementac¸a˜o e´ feita de forma
geral e flex´ıvel do modo com o que foi proposto por Carpenter (1980b).
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2.2 Ana´lise de reparos estruturais
Apresenta-se em ordem cronolo´gica uma breve s´ıntese bibliogra´fica sobre o estudo das ca-
racter´ısticas de paine´is aerona´uticos com trinca e reparados com material compo´sito colado. O
comportamento esta´tico e dinaˆmico de estruturas trincadas com aplicac¸a˜o de reparos, vem sendo
estudado por va´rios pesquisadores. Em geral, a placa e o reparo sa˜o considerados com pequena
espessura, de forma que o sistema como um todo na˜o apresente flexa˜o fora do plano, e assim, a
teoria da elasticidade bidimensional pode ser utilizada para estudar este problema.
Em outras pesquisas, introduz-se o efeito de flexa˜o no problema, visando a modelagem de
estruturas em casca onde o comportamento no plano e fora dele sa˜o acoplados.
As refereˆncias apresentadas, concentram-se nos artigos que apresentam formulac¸o˜es e imple-
mentac¸o˜es de soluc¸o˜es nume´ricas para o problema, que e´ o foco deste projeto de mestrado. Em
particular, sa˜o apresentadas refereˆncias que usam o me´todo dos elementos finitos como me´todo
nume´rico de soluc¸a˜o.
Um dos primeiros artigos que apresentam uma ana´lise computacional em elementos finitos de
alguns tipos de defeitos, tais como: retirada de material superficial, trincas transversais, foi apre-
sentado por Mitchell et al. (1975). A ana´lise articula respostas em separado da chapa, do material
compo´sito e do adesivo. O campo de tensa˜o e de deformac¸a˜o e´ gerado automaticamente atrave´s
do programa desenvolvido. A validac¸a˜o do resultado do software e´ feita atrave´s dos resultados
experimentais utilizando os tipos de reparo descritos no artigo. Na validac¸a˜o foram feitos treˆs
tipos de ana´lise: 1) chapa utilizando como reparo a retirada da superf´ıcie, fazendo um furo que
envolve toda a trinca, e em seguida colando-se um reparo composto sobre o furo; 2) uma chapa com
reparo para duas trincas transversais na placa, com direc¸a˜o para fora do contorno; 3) chapa com
reparo compo´sito transversal a trinca. A ana´lise e´ feita considerando uma estrutura bidimensional
e simetria de 1/4.
No artigo de Ratwani (1979) e´ feita uma ana´lise de um painel aerona´utico com trinca reparada
com material compo´sito colado nos dois planos que envolvem a trinca. E´ utilizado o me´todo dos
Elementos Finitos e me´todos matema´ticos para determinar o fator de intensidade de tensa˜o. O
valor obtido e´ comparado com resultados experimentais. O me´todo leva em conta as tenso˜es fora
do plano como um adicional para o ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o. O ca´lculo e o
experimento sa˜o feitos para va´rias geometrias dos paine´is e da trinca, ale´m de serem considerados
efeitos de descolamento do material adesivo e suas propriedades de adereˆncia na ana´lise do fator
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de intensidade de tensa˜o. A ana´lise e´ feita em duas dimenso˜es e a simetria de 1/4.
O trabalho desenvolvido por Jones e Callinan (1979) utiliza o Me´todo dos Elementos Finitos
para a ana´lise do comportamento de uma chapa meta´lica com trinca, reparada com um material
compo´sito em camadas. A ana´lise inclui respostas em separado da chapa, do reparo e do adesivo.
O descolamento do adesivo e´ permitido e o fator de intensidade de tensa˜o e a distribuic¸a˜o de tensa˜o
sa˜o calculados. O fator de intensidade de tensa˜o e´ calculado pelo me´todo dos deslocamentos, a
ana´lise e´ feita na condic¸a˜o bidimensional e na simetria de 1/2. Sa˜o estudadas va´rias geometrias
realizando-se uma ana´lise de sensibilidade do modelo aos principais paraˆmetros da trinca.
Tern e Shek (1991) faz em uma junc¸a˜o entre dois me´todos de ca´lculo estrutural, Elementos
Finitos e Elementos de Contorno. O reparo e o adesivo sa˜o simulados pelo Me´todo dos Elementos
Finitos e a chapa trincada pelo Me´todo dos Elementos de Contorno. O me´todo utilizado por este
artigo utiliza o adesivo como uma mola de cisalhamento, ou seja, na˜o sofrendo tenso˜es no plano.
O me´todo de ana´lise na˜o e´ feito em simetria, e sim separando uma parte da estrutura, que envolve
1/4 do reparo e do adesivo, ale´m da parte da chapa que ocupa este espac¸o. O fator de intensidade
de tensa˜o e´ utilizado como forma de comparac¸a˜o dos resultados. A ana´lise e´ feita considerando
estado plano (duas dimenso˜es).
Pai et al. (1998) desenvolvem um modelo dinaˆmico de elementos finitos de uma placa de
alumı´nio trincada reparada com laˆminas de material compo´sito, considerando a influeˆncia da
trinca e do descolamento do reparo com forc¸as esta´ticas e dinaˆmicas. E´ utilizado o programa
NASTRAN para o desenvolvimento e refinamento do modelo de elementos finitos bidimensionais,
a modelagem da trinca na placa de alumı´nio, ana´lise do descolamento do reparo da placa de
alumı´nio e a deformac¸a˜o transversal de cisalhamento. O efeito transversal do cisalhamento e´ avali-
ado utilizando-se a energia equivalente de primeira ordem, a teoria da deformac¸a˜o de cisalhamento
e´ obtida a partir de um novo modelo de alta ordem de deformac¸a˜o transversal de cisalhamento. Os
autores realizaram uma ana´lise modal mostrando que a presenc¸a do reparo induz uma reduc¸a˜o nas
frequeˆncias naturais do sistema, principalmente para os modos mais altos. A ana´lise das func¸o˜es
de resposta em frequeˆncia mostra que a presenc¸a do reparo causa uma mudanc¸a na magnitude e
na forma da (FRF). Ale´m disso, a ana´lise linear das formas de onda mostram que o descolamento
reduz o carregamento residual em algumas percentagens melhorando a seguranc¸a, dependendo
das condic¸o˜es de contorno. A deformac¸a˜o transversal de cisalhamento reduz tambe´m a frequeˆncia
natural, muda a FRF e reduz o carregamento residual, mas eles apresentam influeˆncia na forma
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dos modos e na forma das FRFs. O estudo da caracterizac¸a˜o dos danos promove informac¸o˜es u´teis
para o projeto de reparo compo´sito e o desenvolvimento do monitoramento seguro usando sistemas
de FRFs em frequeˆncia. A modelagem e´ feita considerando a estrutura completa.
Muitos avio˜es comerciais e militares limitam a sua vida u´til atrave´s de experieˆncias de danos
como trinca e corrosa˜o e muitas vezes causam falhas catastro´ficas. No artigo de Okafor e Bhoga-
purapu (2006), o projeto, a fabricac¸a˜o e a ana´lise de reparos compo´sitos colados com adesivo em
estruturas sujeitas a danos por corrosa˜o circular sa˜o apresentados. Um estudo da propagac¸a˜o da
trinca na periferia deste material danificado pela corrosa˜o, utilizando como base uma estrutura de
alumı´nio aerona´utico 2024 T3 e´ realizado. A espessura do reparo composto apresenta configurac¸a˜o
entre 7 e 25 camadas, que podera´ ser utilizado para o reparo de trincas ou corrosa˜o, utilizando
um software chamado CRAS, desenvolvido pela forc¸a ae´rea dos Estados Unidos da Ame´rica. Uma
ana´lise em elementos finitos foi utilizado para testar o carregamento uniaxial. A distribuic¸a˜o de
tensa˜o deformac¸a˜o e´ obtida e analisada. Paine´is reparados e na˜o reparados esta˜o sujeitos ao teste
de tensa˜o. Os resultados experimentais e por elementos finitos mostram que a ma´xima tensa˜o
diminui significativamente apo´s a aplicac¸a˜o do reparo compo´sito. A capacidade de carregamento
da estrutura reparada aumenta significativamente em comparac¸a˜o com o sem reparo.
Os objetivos do artigo Okafor e Bhogapurapu (2006) e´ desenvolver um procedimento de projeto
da espessura do reparo compo´sito, estudar a distribuic¸a˜o de tensa˜o em uma placa em alumı´nio
danificada reparada com um reparo sime´trico ortogonal e a verificac¸a˜o experimental da durabilidade
de um painel reparado e sem reparo. A ana´lise e´ feita considerando uma estrutura tridimensional,
com simetria 1/2.
No artigo Heller e Kaye (2006) e´ feita a avaliac¸a˜o nume´rica da concentrac¸a˜o de tensa˜o para
um reparo compo´sito de uma u´nica camada, va´rias camadas sime´tricas e va´rias camadas na˜o
sime´tricas. E´ feita tambe´m a modelagem de efeitos te´rmicos residuais causados pela cura do
adesivo. O adesivo e a placa sa˜o modelados como materiais isotro´picos e o reparo compo´sito em
material ortotro´pico. A ana´lise e´ feita considerando uma estrutura tridimensional, com simetria
de 1/4 e utiliza o fator de intensidade de tensa˜o como forma de ana´lise dos resultados.
O estudo proposto por Bouiadjara et al. (2007) utiliza o Me´todo dos Elementos Finitos para
fazer uma ana´lise comparativa de dois tipos de reparo de estruturas, aplicando reparo em apenas
um dos planos da estrutura ou nos dois planos. O fator de intensidade de tensa˜o e´ usado como
crite´rio de desempenho do reparo. As propriedades do adesivo sa˜o otimizadas para aumentar a
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vantagem do reparo duplo e diminuir a falha do adesivo. A ana´lise e´ feita em duas dimenso˜es e a
simetria utilizada e´ de 1/2.
No do trabalho Ellyin et al. (2007), os autores utilizam um modelo tridimensional para analisar
os efeitos de plastificac¸a˜o induzida pelo fechamento da trinca (do ingleˆs Plasticity Induced Crack
Closure PICC) em uma placa trincada com um reparo compo´sito colado. Para ilustrar o processo
PICC a escolha do material e modelo empregado e´ de grande importaˆncia. O modelo proposto
por Ellyin et al. (2007) mostra que o fenoˆmeno PICC e´ bene´fico para o reparo. Foi utilizado o
software Ansys para a simulac¸a˜o, a placa e o reparo utilizam o elemento Solid 185 e o adesivo o
Solid 45.
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Cap´ıtulo 3
Modelagem de chapas e placas com lei
constitutiva isotro´pica
3.1 Introduc¸a˜o
Em engenharia, podem-se efetuar aproximac¸o˜es para estados particulares de tensa˜o ou de-
formac¸a˜o a fim de retratar condic¸o˜es de solicitac¸a˜o ocorridas em corpos tridimensionais. Neste
cap´ıtulo sera˜o revistas duas aproximac¸o˜es cla´ssicas: as teorias da elasticidade plana e a teoria de
flexa˜o de placa delgada de Kirchhoff para materiais isotro´picos, ale´m da formulac¸a˜o de Elementos
Finitos para cada caso em questa˜o.
3.2 Modelo de estado plano de tensa˜o
3.2.1 Hipo´teses ba´sicas e simplificac¸o˜es
Em alguns casos, pode-se reduzir um problema f´ısico levando a uma ana´lise bidimensional, onde
as variac¸o˜es das tenso˜es na direc¸a˜o ortogonal ao plano analisado sa˜o pouco significativas. Nestes
casos, o problema e´ caracterizado como sendo o de estado plano de tensa˜o. Este trabalho aborda
inicialmente este tipo de configurac¸a˜o, no qual a maior parte dos fenoˆmenos f´ısicos representativos
de uma ana´lise de tenso˜es tridimensional esta˜o representados, o que permite dizer que o problema
bidimensional resguarda a generalidade do problema.
Quando reduz-se a estrutura espacial para o estado plano de tensa˜o, admite-se a hipo´tese
de que as estruturas possam ser consideradas como chapas finas carregadas no plano (x, y) cujo
carregamento e´ uniforme ao longo da espessura.
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Nestas condic¸o˜es e´ poss´ıvel escrever que (Gould 1989):
σzz = σyz = σxz = 0 (3.1)
Restando um campo de tenso˜es representado por treˆs componentes do tensor de tenso˜es: σxx,
σyy e σxy.
3.2.2 Modelo cinema´tico
No caso tridimensional, os deslocamentos de uma estrutura sob um determinado carregamento
podem ser descritos pelas equac¸o˜es 3.2.
u =u(x, y, z)
v =v(x, y, z)
w =w(x, y, z)
(3.2)
onde u, v e w sa˜o os deslocamentos de um ponto material, especificado no referencial fixo (x, y, z).
Os deslocamentos podem ser representados em func¸a˜o de x, y e z, e as deformac¸o˜es, na estrutura,
podem ser definidas a partir das derivadas parciais dos deslocamentos (Gould 1989). Considerando
pequenas deformac¸o˜es lineares, estas podem ser obtidas atrave´s das equac¸o˜es 3.3.
²xx =
∂u
∂x
²yy =
∂v
∂y
²zz =
∂w
∂z
²xy = ²yx =
∂v
∂x
+
∂u
∂y
²yz = ²zy =
∂w
∂y
+
∂v
∂z
²xz = ²zx =
∂u
∂z
+
∂w
∂x
(3.3)
onde ²xx, ²yy e ²zz representam as deformac¸o˜es normais e ²xy, ²yz e ²xz representam as deformac¸o˜es
cisalhantes. Considerando o caso de estado plano de tenso˜es, o modelo cinema´tico se reduz a um
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campo de deslocamento com duas componentes:
u =u(x, y)
v =v(x, y) (3.4)
e o tensor de deformac¸a˜o e´ formado de treˆs componentes.
²xx =
∂u
∂x
²yy =
∂v
∂y
²xy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
(3.5)
As equac¸o˜es 3.5 configuram o modelo cinema´tico do problema e sera˜o usadas na sequeˆncia para
escrever o modelo constitutivo do problema.
3.2.3 Equac¸o˜es constitutivas - relac¸a˜o tensa˜o-deformac¸a˜o
No caso termo-ela´stico desacoplado, a deformac¸a˜o linear em cada ponto de um corpo, pode
ser calculado pela superposic¸a˜o de uma componente de deformac¸a˜o de origem te´rmica e outra de
deformac¸a˜o devido ao sistema de forc¸as mecaˆnicas externas. Considera-se neste trabalho, que as
deformac¸o˜es ela´sticas sa˜o relacionadas com as tenso˜es pela lei de Hooke, considerando o caso de
elasticidade isote´rmica linear (Gould 1989), e material isotro´pico, tem-se:
²xx =
1
E
[σxx − νσyy]
²yy =
1
E
[σyy − νσxx]
²xz =2
1 + ν
E
σxz
(3.6)
sendo E o mo´dulo de elasticidade e ν coeficiente de Poisson. As equac¸o˜es apresentadas podem
ser escritas em func¸a˜o das tenso˜es e a relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o e´ dada pela equac¸a˜o 3.7.
σxx =
E
(1 + ν)(1− 2ν) [(1− ν)²xx + ν²yy]
σyy =
E
(1 + ν)(1− 2ν) [(1− ν)²yy + ν²xx]
σxz =
E
2(1 + ν)
²xz
(3.7)
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As equac¸o˜es 3.6 e 3.7 representam a lei constitutiva do material e neste caso representa a fase
linear ela´stica do seu comportamento.
Considerando uma notac¸a˜o matricial, a lei constitutiva do material e´ definida de acordo com a
equac¸a˜o 3.8.

σxx
σyy
σxy
 = E1− ν2
 1 ν 0ν 1 0
0 0 1−ν
2

²xx
²yy
²xy
 = [D]

²xx
²yy
²xy
 (3.8)
sendo [D] a matriz de elasticidade do problema de estado plano de tenso˜es isotro´pico. Quando a
equac¸a˜o e´ escrita em func¸a˜o das deformac¸o˜es, tem-se:

²xx
²yy
²xy
 = 1E
 1 −ν 0−ν 1 0
0 0 2(1− ν)

σxx
σyy
σxy
 (3.9)
As deformac¸o˜es em z, podem ser obtidas pela equac¸a˜o 3.10.
²zz =
−ν
E
(σxx + σyy) =
−ν
1− ν (²xx + ²yy) (3.10)
Definido os modelos cinema´ticos e constitutivos, pode-se escrever as condic¸o˜es de equil´ıbrio do
sistema, na forma cont´ınua ou na forma discreta.
3.3 Resoluc¸a˜o nume´rica usando o me´todo dos elementos
finitos
Adotando uma formulac¸a˜o com base na equac¸a˜o da energia (Cook et al. 2002), o problema
de equil´ıbrio de um corpo com material de comportamento linear ela´stico pode ser resolvido
minimizando-se a energia potencial do sistema Π, da equac¸a˜o 3.11.
Π =
1
2
∫
V
{σ}T {²} dV −
∫
V
{δ}T {p} dV −
∫
S
{δ}T {q} dS (3.11)
onde {σ} e´ o vetor das componentes de tensa˜o, {²} e´ o vetor das componentes de deformac¸a˜o,
{δ} e´ o vetor deslocamento, {p} sa˜o as forc¸as de corpo por unidade de volume e {q} sa˜o as forc¸as
de superf´ıcie. O primeiro termo da equac¸a˜o 3.11 representa a energia de deformac¸a˜o do corpo, o
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segundo e o terceiro representam as contribuic¸o˜es do trabalho realizado pelas forc¸as de corpo e as
de superf´ıcie.
Considerando que os deslocamentos na˜o sejam conhecidos nos no´s e adotando-se uma aproxi-
mac¸a˜o cla´ssica de elementos finitos, do tipo da equac¸a˜o 3.12, tem-se:
{δ} = [N ] {u} (3.12)
onde [N ] e´ a matriz que conte´m as func¸o˜es de forma e {u} e´ o vetor das varia´veis nodais de cada
elemento, que sa˜o constantes para cada elemento.
Usando-se uma transformac¸a˜o de coordenadas isoparame´tricas, define-se a aproximac¸a˜o da
geometria usando o me´todo dos elementos finitos da forma da equac¸a˜o 3.13.
x =
n∑
i=1
Ni(ξ, η)xi = [Nξ] {xn}
y =
n∑
i=1
Ni(ξ, η)yi = [Nξ] {yn}
(3.13)
sendo [Nξ] a matriz que conte´m as func¸o˜es de forma de um elemento no refereˆncial local (ξ, η) (Cook
et al. 2002) e {xn} e {yn} sa˜o os vetores com as coordenadas nodais de um elemento. Considerando
o espac¸o de refereˆncia, (ξ, η) os deslocamentos sa˜o aproximados como se segue:
u =
n∑
i=1
Ni(ξ, η)ui = [Nξ] {u}
v =
n∑
i=1
Ni(ξ, η)vi = [Nξ] {v}
(3.14)
sendo {u} e {v} os vetores dos deslocamentos nodais de um elemento.
As mesmas func¸o˜es de forma Ni sa˜o usadas para a aproximac¸a˜o geome´trica (x, y) e para as
varia´veis do problema (u, v). Usando-se a definic¸a˜o de deformac¸a˜o adotada no in´ıcio deste cap´ıtulo,
equac¸o˜es 3.5, determina-se para o modelo discreto a relac¸a˜o matricial disposta na equac¸a˜o 3.15,
que para cada elemento toma a seguinte forma:
{²} = [B] {δe} = [B]
{
u
v
}
(3.15)
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onde [B] e´ denotada matriz das derivadas das func¸o˜es de forma. Para o caso de estado plano de
tensa˜o, a matriz [B] pode ser escrita pela equac¸a˜o 3.16, de forma gene´rica para um elemento com
n no´s (i = 1, n).
[B] =
 ∂Ni∂x 00 ∂Ni
∂y
∂Ni
∂y
∂Ni
∂x
 (3.16)
Os operadores diferenciais sa˜o definidos no espac¸o real (x, y) e se relacionam com os operadores
no espac¸o (ξ, η), como mostra a equac¸a˜o 3.17 (Touzot e Dhatt 1984).
{ ∂Ni
∂x
∂Ni
∂y
}
= [J ]−1
{
∂Ni
∂ξ
∂Ni
∂η
}
(3.17)
Neste caso, [J ] e´ a matriz Jacobiana da transformac¸a˜o isoparame´trica, calculada atrave´s da
expressa˜o 3.18.
[J ] =
[
∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂x
∂η
∂y
∂η
]
(3.18)
Fazendo Πe como a energia potencial de cada elemento, obte´m-se a seguinte equac¸a˜o:
Πe =
1
2
∫
V e
{δe}T [B]T [D][B] {δe} dV −
∫
V e
{δe}T [N ]T {p} dV −
∫
Se
{δe}T [N ]T {q} dS (3.19)
O termo Ve e´ o volume do elemento, Se representa a a´rea do contorno de cada elemento e [D]
e´ a matriz de elasticidade no problema linear ela´stico isotro´pico.
Reescrevendo a equac¸a˜o 3.19 no espac¸o isoparame´trico, obte´m-se a equac¸a˜o 3.20.
Πe =
1
2
∫
Vξ
{δe}T [J ]−1[Bξ]T [D][Bξ][J ]−1det[J ]dηdξ −
∫
V ξ
{δe}T [Nξ]T {p} dηdξ
−
∫
Sξ
{δe}T [Nξ]T {q} det[J ]dξ
(3.20)
onde o termo Vξ e´ o volume do elemento ou a´rea para o caso bidimensional e Sξ a a´rea do
elemento ou aresta para o caso bidimensional. Na formulac¸a˜o isoparame´trica o det[J ] corresponde
ao determinante da matriz Jacobiana obtida pela equac¸a˜o 3.18, as func¸o˜es de forma [Nξ] sa˜o
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definidas no espac¸o de refereˆncia, para este caso, a matriz que conte´m as derivadas das func¸o˜es de
forma e´ obtida pela equac¸a˜o 3.21.
[Bξ] =

∂Nξ
∂ξ
0
0
∂Nξ
∂η
∂Nξ
∂η
∂Nξ
∂ξ
 (3.21)
Por definic¸a˜o, as soluc¸o˜es nodais sa˜o obtidas, a partir da hipo´tese de que a energia total
do sistema corresponde a somato´ria da energia potencial de cada elemento, de acordo com a
equac¸a˜o 3.22.
Π =
nel∑
i=1
Πe (3.22)
onde nel e´ o nu´mero de elementos.
Minimizando a energia do sistema com relac¸a˜o ao deslocamento nodal, que sa˜o as inco´gnitas
do problema, para cada elemento, tem-se:
∂Πe
∂δe
= [ke] {δe} − {F e} = 0 (3.23)
A matriz de rigidez [ke] para um dado elemento, pode ser obtida pela equac¸a˜o 3.24.
[ke] =
∫
ξ
∫
η
[B]T [D][B]det[J ]dηdξ (3.24)
e o vetor de forc¸a nodal equivalente {F e} e´ obtido pela equac¸a˜o 3.25, para o caso de um espac¸o
bidimensional.
{F e} =
∫
Vξ
[Nξ]
T {p} dηdξ +
∫
Sζ
[Nξ]
T {q} det[J ]dξ (3.25)
Para que os deslocamentos nodais sejam encontrados, realiza-se a superposic¸a˜o da energia
de cada elemento, montando-se assim um sistema global, e resolvendo-se o sistema alge´brico de
equac¸o˜es utilizando um me´todo nume´rico para a soluc¸a˜o de sistemas lineares.
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3.3.1 Tipos de elementos implementados
Va´rios autores apresentam a implementac¸a˜o computacional do elemento isoparame´trico (Cook
et al. 2002), (Bathe 1982), (Hilton e Owen 1977) e (Hughes 1987). A obtenc¸a˜o das matrizes dos
elementos e´ feita a partir da integrac¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o 3.24.
Neste trabalho, usam-se elementos finitos bidimensionais quadrilaterais e triangulares, com
aproximac¸a˜o quadra´tica e linear conforme a Figura 3.1.
Figura 3.1: Tipos de elementos: quadrilateral quadra´tico (a), triangular quadra´tico (b) e quadri-
lateral linear (c)
Para se calcular a matriz de rigidez dos elementos da Figura 3.1 utiliza-se o me´todo de inte-
grac¸a˜o nume´rica da quadratura de Gauss (Touzot e Dhatt 1984), que consiste na integrac¸a˜o da
equac¸a˜o 3.24, atrave´s de uma integrac¸a˜o nume´rica, da forma da equac¸a˜o 3.26.
I =
n∑
i=1
wif(ξi, ηi) (3.26)
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onde wi e´ o peso da ponderac¸a˜o, f(ξi, ηi) e´ a func¸a˜o a ser integrada e (ξ, η) sa˜o as coordenadas
dos pontos de integrac¸a˜o.
Quadrila´tero de quatro no´s
Para o caso dos elementos quadrilaterais com aproximac¸a˜o linear, pode-se usar dois pontos de
Gauss em cada direc¸a˜o, cujos pesos e coordenadas sa˜o dadas na tabela 3.1.
Tabela 3.1: Peso de ponderac¸a˜o e pontos de integrac¸a˜o, quadrila´tero.
Pontos Coordenadas (ξ, η) Pesos wi
1 1√
3
, 1√
3
1
2 −1√
3
, 1√
3
1
3 1√
3
,−1√
3
1
4 −1√
3
,−1√
3
1
Para o elemento cuja geometria e´ mostrada na Figura 3.1(c), adota-se as func¸o˜es de forma para
o elemento quadrilateral de quatro no´s, conforme indicado a seguir:
N1 =
1
4
(1− ξ)(1− η)
N2 =
1
4
(1 + ξ)(1− η)
N3 =
1
4
(1 + ξ)(1 + η)
N4 =
1
4
(1− ξ)(1 + η)
(3.27)
Triangular de seis no´s
Para o caso dos elementos triangulares com aproximac¸a˜o quadra´tica, pode-se usar seis pontos
de Hammer, cujos pesos e coordenadas sa˜o dadas na tabela 3.2
Tabela 3.2: Peso de ponderac¸a˜o e pontos de integrac¸a˜o, triangular.
Pontos Coordenadas (ξ, η) Pesos wi
1 a,a 0,111690794839005
2 1− 2a,a 0,111690794839005
3 a,1− 2a 0,111690794839005
4 b,b 0,054975871827661
5 1− 2b,b 0,054975871827661
6 b,1− 2b 0,054975871827661
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Na tabela 3.2 a = 0, 445948490915965 e b = 0, 091576213509771. Considerando a geometria
da Figura 3.1(b), adota-se as func¸o˜es de forma para o elemento triangular de seis no´s, conforme
indicado abaixo:
N1 =− λ(1− 2λ)
N2 =− ξ(1− 2ξ)
N3 =− η(1− 2η)
N4 =4ηλ
N5 =4ξη
N6 =4ηλ
(3.28)
sendo λ = 1− ξ − η.
Quadrila´tero de oito no´s
Para o caso dos elementos quadrilaterais com aproximac¸a˜o quadra´tica, pode-se usar os mesmos
pontos de Gauss, utilizados para o elemento quadrilateral de 4 no´s listados na Tabela 3.1.
Para a geometria da Figura 3.1(a), adota-se as func¸o˜es de forma para o elemento quadrilateral
de oito no´s, conforme indicado na equac¸a˜o 3.29.
N1 =
−1
4
(1− ξ)(1− η)(1 + ξ + η)
N2 =
−1
4
(1 + ξ)(1− η)(1 + ξ + η)
N3 =
−1
4
(1 + ξ)(1 + η)(1− ξ − η)
N4 =
−1
4
(1− ξ)(1 + η)(1 + ξ − η)
N5 =
1
2
(1− ξ2)(1− η)
N6 =
1
2
(1 + ξ)(1− η2)
N7 =
1
2
(1− ξ2)(1 + η)
N8 =
1
2
(1− ξ)(1− η2)
(3.29)
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Amatriz Jacobiana, para uma geometria bidimensional, pode ser obtida atrave´s da equac¸a˜o 3.30.
[J ] =
[
∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂x
∂η
∂y
∂η
]
=
n∑
i=1
[
∂Ni
∂ξ
xi
∂Ni
∂ξ
yi
∂Ni
∂η
xi
∂Ni
∂η
yi
]
(3.30)
onde n e´ o nu´mero de no´s do elemento e a inversas da matriz Jacobiana e´ obtida pela equac¸a˜o 3.31.
[J ]−1 =
[
∂ξ
∂x
∂η
∂y
∂ξ
∂y
∂η
∂x
]
=
1
det[J ]
[
∂y
∂η
−∂y
∂ξ
−∂x
∂η
∂x
∂ξ
]
(3.31)
3.3.2 Ca´lculo das tenso˜es nos elementos implementados
No po´s-processamento, as tenso˜es podem ser calculadas multiplicando-se a matriz elasticidade
[D] pelo vetor deformac¸a˜o, como mostra a equac¸a˜o 3.32. O ca´lculo do vetor deformac¸a˜o esta
descrito pela equac¸a˜o 3.33.
{σ} = [D] {²} (3.32)
{²} = [B] {u} (3.33)
onde {u} e´ o vetor dos deslocamentos nodais e {²} e´ o vetor que conte´m as componentes de de-
formac¸a˜o. Nesta etapa as tenso˜es calculadas sa˜o as tenso˜es nos pontos de integrac¸a˜o, substituindo-
se as coordenadas dos pontos de integrac¸a˜o nas derivadas das func¸o˜es de forma, que compo˜em a
matriz [B], que neste caso o ca´lculo e´ feito como se segue:
{σe} = [D][J ]−1[Bξ] {ue} (3.34)
onde {σe} e´ a tensa˜o calculada nos pontos de integrac¸a˜o do elemento, [D] a matriz das propriedades
do material, [Bξ] as derivadas das func¸o˜es de forma e {ue} os deslocamentos dos no´s.
Extrapolac¸a˜o para os no´s
Apo´s a determinac¸a˜o das tenso˜es nos pontos de integrac¸a˜o do elemento, pode-se determinar os
valores das tenso˜es nos no´s dos elementos (Cook et al. 2002).
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Considerando para a interpolac¸a˜o do elemento quadrila´tero de oito no´s da Figura 3.2, um
sistema de coordenadas r e s proporcional a ξ e η, onde no ponto 3 da Figura 3.2, r = s = 1 e
ξ = η = 1√
3
, o que conduz a um fator de proporcionalidade de
√
3, pode-se escrever:
r =
√
3ξ
s =
√
3η
(3.35)
Figura 3.2: Sistema de coordenada r s e ξ η
Assim, para um ponto arbitra´rio P no elemento, a tensa˜o pode ser obtida atrave´s das func¸o˜es
de forma avaliadas nas coordenadas do ponto P , o que conduz a:
σPxx =NPσxx
σPyy =NPσyy
σPxy =NPσxy
(3.36)
onde σPij sa˜o as tenso˜es no ponto de interesse, NP sa˜o as func¸o˜es de forma calculadas com as
coordenadas do ponto P e σij sa˜o as tenso˜es calculadas nos pontos de integrac¸a˜o. As func¸o˜es
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de forma sa˜o as mesmas anteriormente apresentadas na equac¸a˜o 3.29, pore´m ao inve´s de ξ e η
utilizando r e s, onde r e s sa˜o as coordenadas locais que respeitam a relac¸a˜o 3.35. Tal procedimento
permite escrever:
N1 =
−1
4
(1− r)(1− s)(1 + r + s)
N2 =
−1
4
(1 + r)(1− s)(r + s+ 1)
N3 =
−1
4
(1 + r)(1 + s)(1− r − s)
N4 =
−1
4
(1− r)(1 + s)(1 + r − s)
N5 =
1
2
(1− r2)(1− s)
N6 =
1
2
(1 + r)(1− s2)
N7 =
1
2
(1− r2)(1 + s)
N8 =
1
2
(1− r)(1− s2)
(3.37)
Para interpolar para os no´s calcula-se as func¸o˜es de forma da equac¸a˜o 3.37 nos pontos de
integrac¸a˜o, obtendo uma matriz [A], esta por sua vez multiplica-se pela tensa˜o calculada nos
pontos de integrac¸a˜o e obte´m-se as tenso˜es nos no´s.
[σ∗] = [A]T [σ] (3.38)
onde,
[σ] =

σ1xx σ
1
yy σ
1
xy
σ2xx σ
2
yy σ
2
xy
σ3xx σ
3
yy σ
3
xy
σ4xx σ
4
yy σ
4
xy
 (3.39)
[A] =

N1(r1, s1) N2(r1, s1) N3(r1, s1) N4(r1, s1) N5(r1, s1) N6(r1, s1) N7(r1, s1) N8(r1, s1)
N1(r2, s2) N2(r2, s2) N3(r2, s2) N4(r2, s2) N5(r2, s2) N6(r2, s2) N7(r2, s2) N8(r2, s2)
N1(r3, s3) N2(r3, s3) N3(r3, s3) N4(r3, s3) N5(r3, s3) N6(r3, s3) N7(r3, s3) N8(r3, s3)
N1(r4, s4) N2(r4, s4) N3(r4, s4) N4(r4, s4) N5(r4, s4) N6(r4, s4) N7(r4, s4) N8(r4, s4)

(3.40)
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[σ∗] =

σAxx σ
A
yy σ
A
xy
σBxx σ
B
yy σ
B
xy
σCxx σ
C
yy σ
C
xy
σDxx σ
D
yy σ
D
xy
σExx σ
E
yy σ
E
xy
σFxx σ
F
yy σ
F
xy
σGxx σ
G
yy σ
G
xy
σHxx σ
H
yy σ
H
xy

(3.41)
sendo [σ∗] a matriz contendo as tenso˜es interpolada para os no´s, [σ] a matriz contendo as tenso˜es
nos pontos de integrac¸a˜o e [A] e´ a matriz de interpolac¸a˜o. Considerando um elemento de oito no´s
com quatro pontos de integrac¸a˜o a matriz [A] e´ do tipo apresentada na equac¸a˜o 3.40. Os expoentes
nume´ricos das tenso˜es indicam os pontos de integrac¸a˜o e os expoentes em letras maiu´sculas indicam
os no´s do elemento.
De forma ana´loga, pode ser obtido a matriz [A], para o elemento triangular de seis no´s e para
o quadrila´tero de quatro no´s.
3.4 Modelo de flexa˜o de placas delgadas
Neste cap´ıtulo um breve resumo do modelo de placa delgada e´ revisto, com o objetivo de
evidenciar os diferentes modelos adotados. Esta parte da dissertac¸a˜o foi desenvolvida com base em
va´rias bibliografias, como (Cook et al. 2002), (Touzot e Dhatt 1984), (Cueto 2007b), (Camargo
2004).
Uma placa de espessura t tem sua superf´ıcie me´dia a uma distaˆncia t/2 de cada superf´ıcie
lateral. Para definic¸a˜o da geometria, adota-se o plano xy na superf´ıcie me´dia conforme ilustrado
na Figura 3.3, onde z = 0 identifica a superf´ıcie me´dia. Na teoria da flexa˜o de placas e´ assumido que
a flexa˜o de uma placa homogeˆnea faz da superf´ıcie me´dia uma superf´ıcie neutra, que se caracteriza
por ²xx = ²yy = ²xy = 0 em z = 0. Se o carregamento no plano esta presente, pore´m associado
com uma grande deflexa˜o lateral, a deformac¸a˜o na superf´ıcie me´dia na˜o e´ nula (Cook et al. 2002).
Caso contra´rio o problema e´ considerado desacoplado.
Para cada no´ i = 1, 2, 3, 4 da Figura 3.3 os graus de liberdade considerados sa˜o wi, θxi e θyi,
sendo wi sa˜o as deflexo˜es laterais e θxi e θyi sa˜o as rotac¸o˜es em relac¸o˜es em relac¸a˜o aos eixos x
e y respectivamente. Para pequenos deslocamentos e rotac¸o˜es, os deslocamento e as deformac¸o˜es
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Figura 3.3: Elemento de placa com os no´s nos cantos.
podem ser relacionados de acordo com a equac¸a˜o 3.42 (Cook et al. 2002).
u =− zθx
v =− zθy
²xx =− zθx,x
²yy =− zθy,y
²xy =− z(θx,y + θy,x)
²yz =w,y − θy
²zx =w,x − θx
(3.42)
onde a v´ırgula denota a derivada com respeito ao termo seguinte.
As tenso˜es presentes na sec¸a˜o transversal da placa sa˜o ilustradas na Figura 3.4a. Aplicando-se
as condic¸o˜es de equil´ıbrio e´ possivel associar as tenso˜es com os momentos e as forc¸as por unidade
de comprimento no plano xy. Por exemplo, um incremento de Mx e´ dMx = z(σxxdA), onde
dA = (1)dz e´ um incremento da a´rea da sec¸a˜o a uma distaˆncia z a partir da superf´ıcie me´dia.
Integrando-se Mx ao longo da espessura, tem-se:
Mx =
∫ t/2
−t/2
σxxzdz (3.43)
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Analogamente para os demais momentos e esforc¸os cortantes tem-se:
My =
∫ t/2
−t/2
σyyzdz
Mxy =
∫ t/2
−t/2
σxyzdz
Qx =
∫ t/2
−t/2
σzxdz
Qy =
∫ t/2
−t/2
σyzdz
(3.44)
As grandezas descritas nas equac¸o˜es 3.43 e 3.44 sa˜o representadas na Figura 3.4b, cujas ori-
entac¸o˜es seguem a mesma convenc¸a˜o adotada para as tenso˜es mostradas na Figura 3.4a. Os
momentos Mx e My sa˜o os momentos de flexa˜o, enquanto Mxy e´ o momento de torc¸a˜o (Cook et al.
2002).
(a) (b)
Figura 3.4: (a) Tenso˜es e distribuic¸a˜o lateral da forc¸a q em um elemento diferencial de uma placa.
(b) Momento e forc¸a transversal de cisalhamento.
Utilizando as relac¸o˜es expressas pela lei de Hooke, obte´m-se para as equac¸o˜es 3.43 e 3.44, a
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seguinte relac¸a˜o:
Mx =−D
(
∂2w
∂x2
+ ν
∂2w
∂y2
)
My =−D
(
∂2w
∂y2
+ ν
∂2w
∂x2
)
Mxy =−D(1− ν) ∂
2w
∂x∂y
Qx =−D ∂
∂x
(
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
)
Qy =−D ∂
∂y
(
∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
)
(3.45)
onde D = Et
3
12(1−ν2) e´ chamado de rigidez a flexa˜o, t e´ a espessura da placa, ν o coeficiente de
Poisson do material e E e´ o mo´dulo de elasticidade longitudinal do material, {κ} e´ o vetor com as
curvaturas e [Df ] e´ a matriz constitutiva do material..
3.4.1 Hipo´teses da teoria de Kirchhoff
A principal hipo´tese da teoria de Kirchhoff e´ que qualquer superf´ıcie que e´ normal a` superf´ıcie
me´dia antes da deformac¸a˜o da placa permanecera´ normal a esta superf´ıcie apo´s a deformac¸a˜o.
Desta forma, as deformac¸o˜es devido ao esforc¸o cortante sa˜o desprezadas. Considerando estas
hipo´teses a teoria torna-se aplica´vel apenas para a ana´lise de placas finas.
Uma vez que na teoria de Kirchhoff a deformac¸a˜o de cisalhamento transversal na˜o e´ levada em
conta, pode-se fazer algumas simplificac¸o˜es na equac¸a˜o 3.42, tais como:
w,x =θx
w,y =θy (3.46)
desta aproximac¸a˜o decorre que:
²xx =− zw,xx
²yy =− zw,yy
²xy =− 2zw,xy
(3.47)
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Esta relac¸a˜o pode ser substitu´ıda na equac¸a˜o 3.43, o que leva a uma relac¸a˜o do momento com
a curvatura, para o caso de uma placa de Kirchhoff homogeˆnea e isotro´pica, conforme mostrado
na equac¸a˜o 3.48.

Mx
My
Mxy
 = −
 D νD 0νD D 0
0 0 1−ν
2
D

w,xx
w,yy
2w,xy
 = [Df ] {κ} (3.48)
onde D = Et
3
12(1−ν2) e´ chamado de rigidez a flexa˜o, t e´ a espessura da placa, ν o coeficiente de
Poisson do material e E e´ o mo´dulo de elasticidade longitudinal do material, {κ} e´ o vetor com as
curvaturas e [Df ] e´ a matriz constitutiva do material.
3.5 Resoluc¸a˜o nume´rica usando o me´todo dos elementos
finitos - Placa delgada de Kirchhoff
O problema anteriormente descrito, pode ser enunciado da seguinte maneira:
Achar w que satisfac¸a:
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
− p
D
= 0 no domı´nio Ω
sujeito a :
w = w; θn = θn em Γ1
Qn = Qn; Mn =Mn em Γ2
(3.49)
O problema diferencial deve enta˜o ser passado para a forma integral usando-se o Me´todo
dos Res´ıduos Ponderados para posterior aproximac¸a˜o por Elementos Finitos, e consequentemente
obtenc¸a˜o das equac¸o˜es de ana´lise matricial.
3.5.1 Aplicac¸a˜o do Me´todo dos Res´ıduos Ponderados
Para a resoluc¸a˜o da equac¸a˜o 3.49, utiliza-se a teoria do Me´todo dos Res´ıduos Ponderados que
induz a` obtenc¸a˜o de uma aproximac¸a˜o para tal equac¸a˜o. Nesta aproximac¸a˜o, a minimizac¸a˜o do
res´ıduo RΩ em Ω = [Γ1,Γ2] implica em:
∫
Ω
WiRΩdΩ = 0 i = 1, 2, 3, ..., n (3.50)
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sendo Wi(i = 1, 2, 3, ..., n) o conjunto de func¸o˜es de ponderac¸a˜o.
Para o caso da placa, a equac¸a˜o da minimizac¸a˜o do res´ıduo sera´:
∂2Mx
∂x2
+ 2
∂2Mxy
∂x∂y
+
∂2My
∂y2
+ p = 0 (3.51)
Desta forma, substituindo a equac¸a˜o 3.51 na equac¸a˜o 3.50, tem-se:
∫
Ω
(
∂2Mx
∂x2
+ 2
∂2Mxy
∂x∂y
+
∂2My
∂y2
+ p
)
WidΩ = 0 (3.52)
Integrando os termos diferenciais por partes duas vezes, utilizando o Teorema de Green com
base na figura 3.5, obte´m-se:
∫
Ω
Wi
∂2Mx
∂x2
dΩ = −
∫
Ω
∂Wi
∂x
∂Mx
∂x
dΩ +
∫
Γ2
Wi
∂Mx
∂x
cos γds =∫
Ω
∂2Wi
∂x2
MxdΩ−
∫
Γ2
∂Wi
∂x
Mx cos γds+
∫
Γ2
∂Wi
∂x
Mx cos γds
(3.53)
para a direc¸a˜o y,
∫
Ω
Wi
∂2My
∂y2
dΩ = −
∫
Ω
∂Wi
∂y
∂My
∂y
dΩ +
∫
Γ2
Wi
∂My
∂y
senγds =∫
Ω
∂2Wi
∂y2
MydΩ−
∫
Γ2
∂Wi
∂y
Mysenγds+
∫
Γ2
∂Wi
∂y
Mysenγds
(3.54)
para os termos cruzados,
∫
Ω
Wi2
∂2Mxy
∂x∂y
dΩ = −
∫
Ω
2
∂2Wi
∂x∂y
∂Mxy
∂y
dΩ+∫
Γ2
Wi
(
∂My
∂y
senγ +
∂Mxy
∂x
cos γ
)
ds+
∫
Γ2
Mxy(
∂Wi
∂x
senγ +
∂Wi
∂y
cos γds
(3.55)
Somando os termos obtidos acima, a equac¸a˜o 3.52 apo´s a integrac¸a˜o:
∫
Ω
∂2Wi
∂x2
Mx +
∂2Wi
∂y2
My + 2
∂2Wi
∂x∂y
MxydΩ +
∫
Ω
WipdΩ+∫
Γ2
∂Wi
∂x
(Mx cos γ +Mxysenγ) ds−
∫
Γ2
∂Wi
∂y
(Mysenγ +Mxy cos γ) ds+∫
Γ2
Wi
[(
∂Mx
∂x
+
∂Mxy
∂y
)
cos γ +
(
∂My
∂y
+
∂Mxy
∂x
)
senγ
]
ds
(3.56)
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Figura 3.5: Representac¸a˜o gene´rica do domı´nio e contorno da placa.
Substituindo as relac¸o˜es momento curvatura dadas pela equac¸a˜o 3.45, na primeira integral da
equac¸a˜o 3.56, tem-se:
∫
Ω
∂2Wi
∂x2
Mx +
∂2Wi
∂y2
My + 2
∂2Wi
∂x∂y
MxydΩ =
−D
∫
Ω
∂2Wi
∂x2
∂2w
∂x2
+ ν
∂2Wi
∂x2
∂2w
∂y2
+
∂2Wi
∂y2
∂2w
∂y2
+ ν
∂2Wi
∂y2
∂2w
∂x2
+ 2(1− ν)∂
2Wi
∂x∂y
∂2w
∂x∂y
dΩ
(3.57)
Para a simplificac¸a˜o das demais integrais da equac¸a˜o 3.56, e´ necessa´rio primeiramente obter
equac¸o˜es de equil´ıbrio para um elemento infinitesimal em Γ2, o qual esta representado na figura 3.5.
As forc¸as e momentos atuantes em tal elemento esta˜o representados na figura 3.6
Figura 3.6: Momentos e forc¸as em um elemento infinitesimal.
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A partir desta figura derivam-se enta˜o as seguintes equac¸o˜es de equil´ıbrio:
Equil´ıbrio das forc¸as verticais:
Qn = Qx cos γ +Qysenγ (3.58)
Equil´ıbrio dos momentos em x e y, respectivamente:
Mnsenγ −Msn cos γ =Mxy cos γ +Mysenγ
Mn cos γ +Msnsenγ =Mx cos γ +Mxysenγ
(3.59)
Substituindo as relac¸o˜es 3.59 e 3.58 na equac¸a˜o 3.57, fazendo as aplicac¸o˜es das condic¸o˜es de
contorno e considerando a definic¸a˜o de cisalhamento efetivo, obte´m-se:
−D
∫
Ω
∂2Wi
∂x2
∂2w
∂x2
+ ν
∂2Wi
∂x2
∂2w
∂y2
+
∂2Wi
∂y2
∂2w
∂y2
+ ν
∂2Wi
∂y2
∂2w
∂x2
+
2(1− ν)∂
2Wi
∂x∂y
∂2w
∂x∂y
dΩ
∫
Ω
WipdΩ +
∫
Γ2
WiVnds−
∫
Γ2
Mn
∂Wi
∂n
ds = 0
(3.60)
que corresponde a forma integral do problema, obtida pelo Me´todo dos Res´ıduos Ponderados.
O pro´ximo passo e´ enta˜o a escolha das func¸o˜es de ponderac¸a˜o, que sera´ baseada no Me´todo de
Galerkin.
3.5.2 Func¸o˜es de ponderac¸a˜o: Me´todo de Galerkin
escolha das func¸o˜es de ponderac¸a˜o sera´ baseada no Me´todo de Galerkin, no qual estas sa˜o
escolhidas como as func¸o˜es de forma, as quais sera˜o definidas posteriormente, desta forma:
Wi = Ni i = 1, 2, 3, ..., n (3.61)
A equac¸a˜o 3.60 fica da seguinte forma:
−D
∫
Ω
∂2Ni
∂x2
∂2w
∂x2
+ ν
∂2Ni
∂x2
∂2w
∂y2
+
∂2Ni
∂y2
∂2w
∂y2
+ ν
∂2Ni
∂y2
∂2w
∂x2
+
2(1− ν) ∂
2Ni
∂x∂y
∂2w
∂x∂y
dΩ
∫
Ω
NipdΩ +
∫
Γ2
NiVnds−
∫
Γ2
Mn
∂Ni
∂n
ds = 0
(3.62)
Apo´s a escolha do tipo de ponderac¸a˜o, o pro´ximo passo e´ a aplicac¸a˜o do Me´todo dos Elementos
Finitos.
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3.5.3 Aplicac¸a˜o do Me´todo dos Elementos Finitos
A ana´lise dos elementos de placa submetida a flexa˜o, da maneira como proposta, e´ um caso
do Me´todo dos Elementos Finitos no qual apenas um domı´nio e´ utilizado. Portanto, o domı´nio
Ω = [Γ1,Γ2] considerado ate´ enta˜o, corresponde a apenas um elemento, e a fronteira do problema.
Γ1 e Γ2, correspondem as laterais da placa.
A aplicac¸a˜o do MEF induz a obtenc¸a˜o de uma aproximac¸a˜o w˜, va´lida no domı´nio Ω, que possui
a seguinte forma:
w=˜w˜ =
n∑
i=1
wiNi (3.63)
sendo wi (i=1,2,3,...,n) sa˜o paraˆmetros utilizados na aproximac¸a˜o, neste caso equivalente a
varia´veis nodais e Ni sa˜o as func¸o˜es de forma.
Matriz de rigidez e vetor de carga nodal equivalente
Inserindo-se a aproximac¸a˜o w˜ dada por 3.63, chega-se a um sistema de equac¸o˜es lineares que
leva a equac¸a˜o 3.62 a` seguinte forma:
D
n∑
i,j=1
∫ b
0
∫ a
0
∂2Ni
∂x2
∂2Nj
∂x2
+ ν
∂2Ni
∂x2
∂2Nj
∂y2
+
∂2Ni
∂y2
∂2Nj
∂y2
+ ν
∂2Ni
∂y2
∂2Nj
∂x2
+
2(1− ν) ∂
2Ni
∂x∂y
∂2Nj
∂x∂y
dxdywj =
∫ b
0
∫ a
0
Nipdxdy +
∫
Γ2
NiVnds−
∫
Γ2
Mn
∂Ni
∂n
ds = 0
(3.64)
a qual, levando-se em conta a notac¸a˜o indicial, pode-se escrever matricialmente:
[K]ixj {w˜}jx1 = {RT}ix1 + {RB}ix1 (3.65)
Associa-se a` equac¸a˜o 3.65 uma analogia f´ısica. No caso, [K] corresponde a matriz de rigidez
do elemento, w sa˜o as deflexo˜es nodais e rotac¸o˜es em x e y e f = {RT}+ {RB} representa o vetor
de carregamento nodal equivalente.
3.5.4 Elemento implementado: quadrila´tero de quatro no´s
O elemento implementado foi desenvolvido da mesma forma do elemento plano de quatro
no´s, como mostra a Figura 3.1(c), para mais detalhes sobre o ca´lculo das func¸o˜es de forma pode
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ser encontrada em Rodrigues e Pavanello (1996) e Rodrigues e Pavanello (1997), os pontos de
integrac¸a˜o sa˜o os mesmos da Tabela 3.1. O diferencial deste elemento e´ a utilizac¸a˜o da teoria de
placa fina de Kirchhoff.
N1 =1− 3x
2
a2
− xy
ba
− 3y
2
b2
+
2x3
a3
+
3x2y
ba2
+
3xy2
b2a
+
2y3
b3
− 2x
3y
ba3
− 2xy
3
b3a
N2 =− y + xy
a
+
2y2
b
− 2xy
2
ba
− y
3
b2
+
xy3
b2a
N3 =x− 2x
2
a
− xy
b
+
x3
a2
+
2x2y
ba
− x
3y
ba2
N4 =
xy
ba
+
3y2
b2
− 3x
2y
ba2
− 3xy
2
b2a
− 2y
3
b3
+
2x3y
ba3
+
2xy3
b3a
N5 =
y2
b
− xy
2
ba
− y
3
b2
+
xy3
b2a
N6 =
xy
b
− 2x
2y
ba
+
x3y
ba2
N7 =
−xy
ba
+
3x2y
ba2
+
3xy2
b2a
− 2x
3y
ba3
− 2xy
3
b3a
N8 =
xy2
ba
− xy
3
b2a
N9 =− x
2y
ba
+
x3y
ba2
N10 =
3x2
a2
+
xy
ba
− 2x
3
a3
− 3x
2y
ba2
− 3xy
2
b2a
+
2x3y
ba3
+
2xy3
b3a
N11 =
−xy
a
+
2xy2
ba
− xy
3
b2a
N12 =
−x2
a
+
x3
a2
+
x2y
ba
− x
3y
ba2
(3.66)
3.6 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foi apresentado a formulac¸a˜o teo´rica para o estado plano de tensa˜o e flexa˜o
de placa fina de Kirchhoff utilizando materiais isotro´picos, bem como a sua resoluc¸a˜o nume´rica
usando o Me´todo dos Elementos Finitos.
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Cap´ıtulo 4
Modelagem de reparos estruturais
compo´sitos
4.1 Introduc¸a˜o
Quando uma falha por trinca ocorre na estrutura, um reparo colado, rebitado ou parafusado
em material meta´lico na a´rea trincada pode ser utilizado. A vida em fadiga e as tenso˜es residuais
na estrutura reparada e´ dependente da eficieˆncia da transfereˆncia de carga do reparo. Os reparos
colados tem sido usado na indu´stria aerona´utica, civil e petrol´ıfera e sa˜o aceitos como soluc¸a˜o
eficientes para o reparo de danos em estruturas meta´licas. A vantagem principal da utilizac¸a˜o
de reparos colados em comparac¸a˜o com os reparos rebitados ou parafusado e´ a transfereˆncia da
carga relativamente uniforme entre os componentes estruturais que esta˜o ligados. A utilizac¸a˜o
de reparos rebitados ou parafusados adicionam concentradores de tensa˜o na estrutura devido aos
furos que sa˜o necessa´rios para a sua fixac¸a˜o. Ale´m disso, os reparos rebitados e parafusados exigem
uma utilizac¸a˜o de materiais meta´licos enquanto que na utilizac¸a˜o de reparos colados e´ poss´ıvel a
utilizac¸a˜o de materiais mais avanc¸ados como e´ o caso dos materiais compo´sitos.
Neste cap´ıtulo sera˜o apresentados teorias para a modelagem de materiais compo´sitos, con-
siderando a teoria de materiais ortotro´picos e anisotro´picos, ale´m de desenvolver modelos para
ana´lise em estado plano de tensa˜o e de placa fina de Kirchhoff ( (Lourenc¸o 2000), (Albuquerque
2001)).
4.2 Conceitos ba´sicos sobre compo´sitos
Materiais compo´sitos sa˜o formados pela combinac¸a˜o de dois ou mais materiais. Em uma escala
macrosco´pica eles apresentam melhores propriedades de engenharia que os materiais convencionais.
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Algumas das propriedades que podem ser melhoradas atrave´s da formac¸a˜o de materiais compo´sitos
sa˜o a rigidez, reduc¸a˜o de peso, resisteˆncia a corrosa˜o, propriedades te´rmicas, vida em fadiga e
resisteˆncia ao desgaste. A maioria dos materiais compo´sitos sa˜o formados a partir de dois materiais:
o material de reforc¸o chamado de fibra e o material base chamado matriz (Reddy 1996).
Existem treˆs tipos principais de materiais compo´sitos: (1) fibras compostas : que consiste em
fibras de um material em uma matriz de outro material; (2) part´ıculas compostas : que e´ composta
de micro part´ıculas de uma material em uma matriz de outro material; e (3) compo´sitos lamina-
dos : que e´ composto de laˆminas de diferentes materiais, incluindo compo´sitos dos primeiros dois
tipos (Reddy 1996).
O mecanismo ba´sico de transfereˆncia de carregamento entre a matriz e a fibra pode ser ex-
plicada atrave´s da considerac¸a˜o de uma barra de uma u´nica fibra em uma matriz (Figura 4.1).
A transmissa˜o de carregamento entre o material da matriz e a fibra e´ feita atrave´s de tensa˜o de
cisalhamento τ . Quando a aplicac¸a˜o do carregamento e´ uma tensa˜o normal σ, a tensa˜o de cisa-
lhamento τ e´ desenvolvida na outra superf´ıcie da fibra, a sua magnitude diminui de um valor alto
no final da fibra ate´ zero a uma certa distaˆncia a partir da outra extremidade. A tensa˜o normal
σ na sec¸a˜o da fibra tem uma caracter´ıstica oposta. Inicia com zero no final da fibra atingindo
o ma´ximo a uma certa distaˆncia. A distaˆncia que a tensa˜o normal σ vai de zero ao seu valor
ma´ximo e´ conhecida como distaˆncia caracter´ıstica (Reddy 1996), e esta distribuic¸a˜o esta´ ilustrada
na Figura 4.1.
O comportamento dos materiais compo´sitos pode ser representado usando-se uma lei de mate-
rial equivalente homogenizado conforme descrito nas pro´ximas sec¸o˜es.
4.2.1 Generalizac¸a˜o da lei de Hooke
A relac¸a˜o cinema´tica, mecaˆnica e os princ´ıpios termodinaˆmicos sa˜o aplicados a qualquer sistema,
independente da sua constituic¸a˜o f´ısica. Considera-se inicialmente a caracterizac¸a˜o de equac¸o˜es
constitutivas de cada material individualmente e as suas correspondentes relac¸o˜es de equil´ıbrio
relativas a` aplicac¸a˜o de carregamento. A definic¸a˜o das equac¸o˜es constitutivas dependem das ca-
racter´ısticas ba´sicas do comportamento mecaˆnico e constituic¸a˜o f´ısica do material.
Um corpo material e´ dito ser homogeˆneo se as suas propriedades sa˜o as mesmas em todo o
corpo. Em um corpo heterogeˆneo, as propriedades do material sa˜o func¸a˜o da posic¸a˜o. Um material
anisotro´pico e´ aquele que apresenta diferentes valores para as suas propriedades mecaˆnicas em
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Figura 4.1: Transfereˆncia de carregamento e distribuic¸a˜o de tensa˜o.
diferentes direc¸o˜es em um mesmo ponto. Um material isotro´pico e´ o que apresenta as mesmas
propriedades em qualquer direc¸a˜o em um mesmo ponto. Um material anisotro´pico e isotro´pico
podem ser homogeˆneos ou heterogeˆneos.
A generalizac¸a˜o da lei de Hooke relaciona as nove componentes de tensa˜o com os nove compo-
nentes de deformac¸a˜o, de acordo com a equac¸a˜o 4.1, que e´ dada em notac¸a˜o indicial,
σij = Cijkl²kl (4.1)
onde ²kl e´ o tensor de segunda ordem de deformac¸a˜o infinitesimal, σij e´ o tensor de tensa˜o de
Cauchy e Cijkl e´ o tensor constitutivo do material. As nove equac¸o˜es da equac¸a˜o 4.1 conte´m 81
coeficientes do material. Considerando a simetria de ²kl e σij, tem-se:
Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk (4.2)
o que permite reduzir o problema a 36 coeficientes ela´sticos independentes, que podem ser ex-
pressos em uma forma matricial, utilizando apenas um ı´ndice para notac¸a˜o dos componentes dos
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tensores de tensa˜o e deformac¸a˜o e dois ı´ndices para as constantes ela´sticas, o que permite escrever:

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

=

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66


²1
²2
²3
²4
²5
²6

(4.3)
onde Cij sa˜o os coeficientes ela´sticos da matriz constitutiva, e os termos de tensa˜o e deformac¸a˜o
sa˜o:
σ1 =σ11, σ2 = σ22, σ3 = σ33, σ4 = σ23, σ5 = σ13, σ6 = σ12
²1 =²11, ²2 = ²22, ²3 = ²33, ²4 = 2²23, ²5 = 2²13, ²6 = 2²12
(4.4)
onde 1, 2 e 3 indicam as direc¸o˜es x, y e z, respectivamente.
Os resultados para Cij sa˜o tambe´m sime´tricos. Desta forma, existem apenas 21 coeficientes
independentes para a matriz [C]. Esta forma geral, sera´ simplificada para casos de estado plano
de tenso˜es e flexa˜o de placas.
4.3 Modelagem de reparos usando a hipo´tese de estado
plano de tensa˜o
Para o caso de estado plano de tensa˜o a lei de Hooke generalizada pode ser reduzida a forma
da equac¸a˜o 4.5.

σ1
σ2
σ6
 =
 C11 C12 C16C21 C22 C26
C61 C62 C66

²1
²2
²6
 (4.5)
Neste caso, conforme mostrado no cap´ıtulo 3, as demais componentes de tensa˜o sa˜o nulas.
4.3.1 Reparos com compo´sito laminados usando lei de material or-
totro´pico
Considerando-se treˆs planos mutuamente ortogonais para a definic¸a˜o do material, o nu´mero de
coeficientes ela´sticos da equac¸a˜o 4.3 e´ reduzido para 9, e este material e´ conhecido como ortotro´pico.
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A relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o para um material ortotro´pico supondo um estado plano de tenso˜es,
reduz a equac¸a˜o 4.5 a seguinte forma:

σ1
σ2
σ6
 =
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C66

²1
²2
²6
 (4.6)
onde os termos ela´sticos Cij presentes na equac¸a˜o 4.6 sa˜o relacionados com as constantes de
engenharia Ei, νij e Gij pelas seguintes expresso˜es (Reddy 1996):
C11 =E1
1− ν23ν32
∆
, C12 = E1
ν21 − ν31ν23
∆
= E2
ν12 − ν32ν13
∆
C22 =E2
1− ν13ν31
∆
, C66 = G12
∆ =1− ν12ν21 − ν23ν32 − ν31ν13 − 2ν21ν32ν13
(4.7)
sendo E1 e E2 mo´dulo de Young nas direc¸o˜es 1 e 2 respectivamente, νij coeficiente de Pois-
son definido como uma raza˜o entre a deformac¸a˜o transversal na direc¸a˜o j e a deformac¸a˜o axial
na direc¸a˜o i, e G12 e´ o mo´dulo de cisalhamento no plano 1 − 2. Estas constantes sa˜o obtidas
experimentalmente, modelo constitutivo ortotro´pico.
4.3.2 Reparos em compo´sito laminados usando lei de material anisotro´pico
Quando o material e´ dito anisotro´pico as suas propriedades sa˜o diferentes de acordo com a
direc¸a˜o em ummesmo ponto. O nu´mero de constantes independentes para ummaterial anisotro´pico
e´ 21, conforme sera´ mostrado na equac¸a˜o 4.8.

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

=

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66


²1
²2
²3
²4
²5
²6

(4.8)
Considerando o estado plano de tensa˜o, a equac¸a˜o 4.8 pode ser simplificada para a forma 4.9,
que e´ apresentada abaixo.

σ1
σ2
σ6
 =
 C11 C12 C16C12 C22 C26
C16 C26 C66

²1
²2
²6
 (4.9)
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Para a ana´lise desenvolvida o reparo sera´ inicialmente considerado como um material or-
totro´pico, a partir dos aˆngulos de inclinac¸a˜o das fibra o reparo devera´ ser representado por uma
lei anisotro´pica, desta forma, os coeficientes da equac¸a˜o 4.9 sa˜o calculados da mesma forma da
equac¸a˜o 4.7, os termos C16 e C26 sera˜o inicialmente nulos. A forma para se considerar o aˆngulo de
inclinac¸a˜o das fibras sera´ descrita nas pro´ximas sec¸o˜es.
4.4 Modelagem de reparos usando a hipo´tese de placa del-
gada
A teoria que foi implementada para a modelagem da placa e´ a teoria cla´ssica de placas lami-
nadas, que utiliza a formulac¸a˜o de Kirchhoff, cujas hipo´teses sa˜o listadas abaixo:
1. Linhas retas perpendiculares a superf´ıcie me´dia que se mantera˜o retas antes e depois da
deformac¸a˜o.
2. A normal transversal na˜o permite alongamento.
3. A rotac¸a˜o da normal transversal permanece perpendicular a superf´ıcie me´dia depois da de-
formac¸a˜o.
Para uma u´nica camada de material compo´sito e com inclinac¸a˜o das fibras nulo, este sera´
considerado como material ortotro´pico, cuja equac¸a˜o constitutiva cla´ssica para placa pode ser
verificada abaixo:

M1
M2
M6
 = t312
 Q11 Q12 0Q12 Q22 0
0 0 Q66

²1
²2
²6
 = [D] {²} (4.10)
ondeM1,M2 eM6 sa˜o os momentosMx,My eMxy respectivamente, esta nova notac¸a˜o foi adotada
para simplificar a notac¸a˜o da matriz das propriedades, os termos Qij, podem ser obtidos segundo
as equac¸o˜es abaixo:
Q11 =
E1
1− ν12ν21
Q12 =ν12
E2
1− ν12ν21
Q22 =
E2
1− ν12ν21
Q66 =G12
(4.11)
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Amatriz de rigidez a flexa˜o e´ obtida a partir da matriz dos coeficientes presente na equac¸a˜o 4.10,
como e´ observado na equac¸a˜o abaixo:
[D] =
t3
12
 Q11 Q12 0Q12 Q22 0
0 0 Q66
 =
 D11 D12 0D12 D22 0
0 0 D66
 (4.12)
onde t e´ a espessura da placa.
4.5 Lei de empilhamento para laminados compo´sitos
4.5.1 Caracterizac¸a˜o de um empilhamento unidirecional
A laminac¸a˜o unidirecional de fibras reforc¸adoras e´ tratada como um material ortotro´pico, cujos
eixos de simetria do material sa˜o paralelos e transversais a` direc¸a˜o das fibras. As coordenadas do
material esta˜o mostradas na Figura (4.2). As propriedades do material ortotro´picos laminados sa˜o
obtidas em laborato´rio ou de forma teo´rica.
Figura 4.2: Fibra reforc¸adora unidirecional laminada com as coordenadas do sistemas.
A abordagem teo´rica, chamada abordagemmicromecaˆnica, usada para determinar as constantes
de engenharia de uma fibra reforc¸adora cont´ınua e´ baseada nas seguintes hipo´teses (Reddy 1996),
colagem perfeita entre a fibra e a matriz, as fibras sa˜o paralelas e uniformemente distribu´ıdas, a
matriz esta´ livre de vazios ou micro trincas e inicialmente no estado livre de tensa˜o, as fibras e a
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matriz sa˜o isotro´picas e o comportamento de seus materiais podem ser representados pela lei de
Hooke, as forc¸as aplicadas sa˜o paralelas ou perpendiculares a` direc¸a˜o da fibra.
O mo´dulo de elasticidade e a raza˜o de Poisson do material compo´sito, pode ser calculado em
termos das propriedades dos materiais que o constituem, considerando a notac¸a˜o abaixo,
Ef → e´ o Mo´dulo de Elasticidade da fibra,
Em → e´ o Mo´dulo de Elasticidade da matriz,
Gf → e´ o Mo´dulo de Cisalhamento da fibra,
Gm → e´ o Mo´dulo de Cisalhamento da matriz,
νf → e´ a Raza˜o de Poisson da fibra,
νm → e´ a Raza˜o de Poisson da matriz,
Vf → e´ a Frac¸a˜o de volume da fibra,
Vm → e´ a Frac¸a˜o de volume da matriz, pode-se, com base na teoria ba´sica de misturas, calcular
constantes de engenharia da seguinte maneira (Reddy 1996):
E1 = EfVf + EmVm; ν12 = νfVf + νmVm
E2 =
Em
(1− Vf ) + EmEf Vf
; G12 =
Gm
(1− Vf ) + GmGf Vf
(4.13)
onde E1 e´ o mo´dulo longitudinal, E2 e´ o mo´dulo transversal, ν12 e´ a raza˜o de Poisson e G12 e´ o
mo´dulo de cisalhamento do material equivalente homogeneizado a partir das propriedades da fibra
e da matriz. Na equac¸a˜o (4.13) os valores dos mo´dulos de cisalhamento sa˜o:
Gf =
Ef
2(1 + νf )
; Gm =
Em
2(1 + νm)
(4.14)
Estas expresso˜es cla´ssicas das leis de mistura sera˜o aplicadas para a determinac¸a˜o de um ma-
terial compo´sito constitu´ıdo a partir do empilhamento de va´rias camadas laminadas.
4.5.2 Transformac¸a˜o de coordenadas
A relac¸a˜o constitutiva para materiais ortotro´picos foi desenvolvida em termos dos componentes
de tensa˜o e deformac¸a˜o, que teˆm refereˆncia a um sistema de coordenadas que coincide com o sistema
de coordenadas globais. O sistema de coordenadas, usado na soluc¸a˜o do problema, em geral, na˜o
coincide com o sistema de coordenadas do material. Os compo´sitos laminados sa˜o constitu´ıdos de
va´rias camadas, e cada uma das camadas possui um sistema de coordenadas particular e distintos.
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Assim, e´ necessa´rio estabelecer uma relac¸a˜o de transformac¸a˜o da tensa˜o e deformac¸a˜o em um
sistema de coordenadas para uma quantidade correspondente em outro sistema de coordenadas
(Reddy 1996). Nota-se neste caso, que grandezas tensoriais esta˜o associadas ao problema, o que
acarreta uma transformac¸a˜o de coordenadas esfe´ricas.
Transformac¸a˜o dos coeficientes do material
Os coeficientes Cij na forma original da lei constitutiva mostrada na equac¸a˜o (4.3), sa˜o com-
ponentes de um tensor de quarta ordem. A quarta ordem do tensor dos componentes Cijkl nas
coordenadas globais podem ser relacionada com os componentes Cmnpq, nas coordenadas do ma-
terial atrave´s da relac¸a˜o de transformac¸a˜o do tensor.
C ijkl = aimainakpalqCmnpq (4.15)
sendo aij o tensor das rotac¸o˜es para mudanc¸a de coordenada.
Assim mesmo, a equac¸a˜o 4.15 envolve a multiplicac¸a˜o de cinco matrizes, com quatro coeficientes
do material. Alternativamente, o mesmo resultado pode ser obtido atrave´s da utilizac¸a˜o da relac¸a˜o
tensa˜o-deformac¸a˜o (equac¸a˜o 4.3).
{σ}p = [T ] {σ}m = [T ][C]m {²}m = [T ][C]m[T ]T {²}p (4.16)
sendo {σ}p as tenso˜es no sistema de coordenadas global, {σ}m as tenso˜es no sistema de coorde-
nadas do material, [C]m matriz dos coeficientes nas coordenadas do material e [T ] e´ a matriz de
transformac¸a˜o de coordenadas. Usando a lei de Hooke no sistema de coordenadas globais, tem-se:
{σ}p = [C]p {²}p (4.17)
Assim, comparando as equac¸o˜es (4.16) e (4.17) chega-se a conclusa˜o que ([C]p ≡ [C] e [C]m ≡
[C]), o que permite escrever:
[C] = [T ][C][T ]T (4.18)
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onde a matriz da transformac¸a˜o e´:
[T ] =
 cos2θ sen2θ 2cosθsenθsen2θ cos2θ 2cosθsenθ
−cosθsenθ cosθsenθ cos2θ − sen2θ
 (4.19)
sendo os termos m e n da expressa˜o (4.19), iguais a m = cos θ e n = senθ, onde o aˆngulo θ e´
medido em relac¸a˜o a coordenada x e x1 na Figura 4.3.
Figura 4.3: Laminado composto com as coordenadas globais e locais.
Realizando a multiplicac¸a˜o das matrizes, na equac¸a˜o (4.18) para o caso anisotro´pico e estado
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plano de tenso˜es, obteˆm-se a equac¸a˜o 4.20 (Reddy 1996) dada abaixo:
C11 = C11 cos
4 θ − 4C16 cos3 θ sin θ + 2(C12 + 2C66) cos2 θ sin2 θ − 4C26 cos θ sin3 θ + C22 sin4 θ
C12 = C12 cos
4 θ + 2(C16 − C26) cos3 θ sin θ + (C11 + C22 − 4C66) cos2 θ sin2 θ+
2(C26 − C16) cos θ sin3 θ + C12 sin4 θ
C16 = C16 cos
4 θ + (C11 − C12 − 2C66) cos3 θ sin θ + 3(C26 − C16) cos2 θ sin2 θ+
(2C66 + C12 − C22) cos θ sin3 θ + C26 sin4 θ
C22 = C22 cos
4 θ − 4C26 cos3 θ sin θ + 2(C12 + 2C66) cos2 θ sin2 θ + 4C16 cos θ sin3 θ + C11 sin4 θ
C26 = C26 cos
4 θ + (C12 − C22 + 2C66) cos3 θ sin θ + 3(C16 − C26) cos2 θ sin2 θ+
(C11 − C12 − 2C66) cos θ sin3 θ − C16 sin4 θ
C66 = 2(C16 − C26) cos3 θ sin θ + (C11 + C22 − 2C12 − 2C66) cos2 θ sin2 θ + 2(C26 − C16) cos θ sin3 θ+
C66(cos
4 θ + sin4 θ)
(4.20)
Quando [C] for a matriz correspondente a um material ortotro´pico, tem-se a forma:

σ1
σ2
σ6
 =
 C11 C12 C16C21 C22 C26
C16 C26 C66

²1
²2
²6
 (4.21)
De forma ana´loga pode ser feito para os coeficientes da matriz [S] que e´ a inversa de [C].
[S] = [C]−1 (4.22)
A matriz das propriedades do material para o caso de estado plano com aˆngulos de inclinac¸a˜o
e va´rias camadas, e´ obtida da forma abaixo:
[D] =
n∑
i=1
[Qi]hi
h
(4.23)
sendo [D] a matriz constitutiva de um material com camadas e inclinac¸o˜es arbitra´rias, [Qi] a
matriz constitutiva de cada camada no referencial global, hi a espessura de cada camada e h a
espessura total do laminado compo´sito.
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Para a obtenc¸a˜o da matriz das propriedades do material considerando a hipo´tese de flexa˜o de
placa delgada de Kirchhoff, utilizando aˆngulos de inclinac¸a˜o das fibras e va´rias camadas, a equac¸a˜o
constitutiva esta descrita na equac¸a˜o abaixo:

M1
M2
M6
 =
n∑
i=1
∫ zi+1
zi
[T ]
 Q11 Q12 0Q21 Q22 0
0 0 Q66
 [T ]T

²1
²2
²6
 zdz
=
n∑
i=1
∫ zi+1
zi
 Q11 Q12 Q16Q21 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66

²1
²2
²6
 zdz = [Df ] {²}
(4.24)
onde n e´ o nu´mero de camadas do laminado composto. Resolvendo a integral da equac¸a˜o 4.24, a
matriz [Df ] e´ calculada da forma abaixo:
[Df ] =
n∑
i=1
[Qi](z
3
i+1 − z3i )
3
(4.25)
onde zi+1 e´ a coordenada z do ponto superior da espessura da camada e zi e´ a coordenada z do
ponto inferior da espessura da camada.
Quando as propriedades do material, localizac¸a˜o e esquema de laminac¸a˜o sa˜o sime´tricos em
relac¸a˜o ao plano me´dio, o laminado e´ chamado laminado sime´trico. Na pra´tica, os laminados
sime´tricos na˜o apresentam tendeˆncia a torcer devido a cargas te´rmicas oriundos do processo de cura
do adesivo, e por isso sa˜o mais utilizados na construc¸a˜o de reparos estruturais. Uma ilustrac¸a˜o do
laminado sime´trico pode ser observado na Figura 4.4, a nomenclatura 0/90/90/0 indica os aˆngulos
de refereˆncia de cada camada do laminado compo´sito.
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Figura 4.4: Empilhamento sime´trico.
4.6 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foi apresentado a formulac¸a˜o teo´rica para o modelo de estado plano de tensa˜o e
flexa˜o de placa delgada de Kirchhoff para materiais compo´sitos, bem como a te´cnica de homoge-
nizac¸a˜o para laminados compo´sitos. A sua aplicac¸a˜o no contexto do me´todo do elementos finitos e´
imediata alterando-se apenas a matriz constitutiva usada no contexto dos elementos finitos, sendo
que a sua implementac¸a˜o sera´ discutida nos pro´ximos cap´ıtulos.
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Cap´ıtulo 5
Comportamento mecaˆnico das juntas e
modelagem da camada adesiva
5.1 Introduc¸a˜o
Apresenta-se neste cap´ıtulo, as hipo´teses mecaˆnicas para a ana´lise de reparos colados, com en-
fase na modelagem do adesivo e nos crite´rios para projeto e avaliac¸a˜o de reparos colados. Considera-
se o caso da ana´lise do campo de tenso˜es de reparos compo´sitos colados em estruturas com ou sem
trinca usando adesivo polime´rico (Rose e Wang 2002). A func¸a˜o principal do reparo e´ reduzir o fa-
tor de intensidade de tensa˜o devido a existeˆncia da trinca no material da base. Com isso, restaurar
a resisteˆncia residual do conjunto a um n´ıvel aceita´vel. Isto e´, deseja-se evitar que o crescimento
da trinca devido a um carregamento em fadiga entre na fase insta´vel assegurando assim uma vida
residual aceita´vel. Desta forma, o fator de intensidade de tensa˜o da estrutura reparada e´ uma
varia´vel relevante no projeto e avaliac¸a˜o do reparo (Useche 2007).
Ale´m do fator de intensidade de tensa˜o, adota-se como crite´rio de avaliac¸a˜o da integridade
da junta o n´ıvel de tenso˜es de cada ponto do adesivo, caracterizando pela tensa˜o equivalente do
crite´rio de falha de von Mises.
Sera´ apresentada uma formulac¸a˜o de elementos finitos para elementos adesivos. No artigo Goland
e Reissner (1944) os autores apresentaram um modelo linear para representar o comportamento de
juntas coladas. Este modelo foi modificado por outros autores. No entanto, ainda e´ usado como
base para a formulac¸a˜o de va´rios elementos adesivos.
Os autores Ojalvo e Eidinoff (1978) apontaram para uma derivac¸a˜o baseada na formulac¸a˜o de-
senvolvida por Goland e Reissner (1944) foi baseada em uma relac¸a˜o incompleta entre a deformac¸a˜o
cisalhante e deformac¸a˜o normal no adesivo.
Carpenter (1980a), propo˜e um modelo combinando as teorias propostas por Goland e Reissner
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(1944) e Ojalvo e Eidinoff (1978), que e´ representado por uma equac¸a˜o diferencial escrita em
func¸a˜o das tenso˜es no adesivo. Neste artigo, a modelagem e´ feita de forma um pouco mais geral,
podendo-se simplificar a formulac¸a˜o para os casos do modelo de Goland e Reissner (1944) e Ojalvo
e Eidinoff (1978).
Os modelos acima comentados sera˜o revistos nas pro´ximas sec¸o˜es.
5.2 Comportamento mecaˆnico dos reparos
O primeiro problema em considerac¸a˜o neste trabalho e´ o de uma chapa trincada com um reparo
colado (Figura 5.1). A chapa, com espessura tc conte´m uma trinca de comprimento 2a. A espessura
do reparo e da camada de adesivo sa˜o respectivamente tr e ta. A ilustrac¸a˜o do reparo duplo e do
reparo simples podem ser observados nas Figuras 5.1(b) e 5.1(c), respectivamente. Os subscritos
c, r e a sa˜o utilizados para descrever as propriedades, respectivamente, da chapa, do reparo e da
camada de adesivo. A trinca atravessa a chapa e localiza-se em um segmento de −a ≤ x ≤ a,
y = 0 e o reparo esta sobre uma regia˜o quadrilateral, colocado simetricamente em torno da trinca.
Figura 5.1: Configurac¸a˜o do reparo: (a) Vista plana. (b) Sec¸a˜o zy. (c) Reparo apenas em um
lado. (d) Placa sem trinca.
Atrave´s de considerac¸o˜es geome´tricas, reparos colados podem ser inseridos em duas categorias:
dois lados (sime´trico) e um lado (na˜o sime´trico) (Rose e Wang 2002). No primeiro caso dois reparos
ideˆnticos sa˜o colados em duas superf´ıcies em uma placa trincada. O arranjo sime´trico previne a
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deflexa˜o fora do plano sobre a placa trincada. Na realidade, os reparos usuais sa˜o empregados
apenas em um lado.
Duas diferentes abordagens foram desenvolvidas para avaliar a flexa˜o atrave´s do cisalhamento.
No primeiro me´todo, que e´ usado com maior frequ¨eˆncia, desconsidera-se a deformac¸a˜o por cisalha-
mento na placa e no reparo, assumindo que a deformac¸a˜o de cisalhamento no adesivo e´ uniforme
na espessura, como pode ser visto na Figura 5.2(a). No segundo me´todo, assume-se que na placa
e no reparo a distribuic¸a˜o da deformac¸a˜o de cisalhamento ao longo da espessura e´ linear e no
adesivo a deformac¸a˜o de cisalhamento e´ constante ao longo da espessura, como pode ser visto na
Figura 5.2(b).
Figura 5.2: (a) Deformac¸a˜o cisalhante na chapa e no reparo constantes. (b) Variac¸a˜o linear da
deformac¸a˜o cisalhante na chapa e no reparo.
Nos dois modelos, o campo de deformac¸a˜o cisalhante do adesivo e´ considerado constante, o que
e´ uma hipo´tese aceita´vel, tendo em vista a pequena espessura desta camada.
5.3 Modelagem da camada de adesivo
5.3.1 Hipo´teses f´ısicas e modelo mecaˆnico
As teorias apresentadas por Goland e Reissner (1944) e Ojalvo e Eidinoff (1978) sa˜o baseadas
em quatro considerac¸a˜o:
1. As tenso˜es no plano longitudinal do material do adesivo sa˜o desconsideradas quando com-
parada com as tenso˜es nos planos transversais.
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2. O adesivo deforma como um material cla´ssico de pequena espessura, ou seja, a sec¸a˜o plana
continua plana e a deformac¸a˜o normal na sec¸a˜o e´ relacionada a sua sec¸a˜o plana.
3. Deflexa˜o longitudinal e transversal em ambos os materiais variam linearmente atrave´s da
espessura do adesivo e entre os aderentes. Para o sistema de coordenadas xz, como mostra a
Figura 5.3, se u e´ o deslocamento na direc¸a˜o x, w e´ o deslocamento na direc¸a˜o z e o subscrito i
refere-se a quantidade da interface com o aderente i, desta forma u = (u1+u2)/2+(u1−u2)z/ta
e w = (w1 + w2)/2 + (w1 − w2)z/ta.
4. A raza˜o de Poisson para o adesivo e´ nula.
Figura 5.3: Elemento diferencial da configurac¸a˜o adesivo-aderente.
Os termos presentes na Figura 5.3 esta˜o descritos abaixo:
• σ1zz e´ a tensa˜o normal entre o aderente 1 e o adesivo com unidades em [N/m2],
• σ1xz e´ a tensa˜o cisalhante entre o aderente 1 e o adesivo com unidades em [N/m2],
• Q1 e´ a forc¸a cortante no aderente 1 com unidades em [N/m],
• Q′1 e´ a derivada da forc¸a cortante no aderente 1 com unidades em [N/m2],
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• N1 e´ a forc¸a normal no aderente 1 com unidades em [N/m],
• N ′1 e´ a derivada da forc¸a normal no aderente 1 com unidades em [N/m2],
• tc e´ a espessura do aderente 1 com unidades em [m],
• Qa e´ a forc¸a cortante presente no adesivo com unidades em [N/m],
• Q′a e´ a derivada da forc¸a cortante no adesivo com unidades em N/m2,
• ta e´ a espessura do adesivo com unidades em [m]
• σ2zz e´ a tensa˜o normal entre o aderente 2 e o adesivo com unidades em [N/m2],
• σ2xz e´ a tensa˜o cisalhante entre o aderente 2 e o adesivo com unidades em [N/m2],
• Q2 e´ a forc¸a cortante no aderente 2 com unidades em [N/m],
• Q′2 e´ a derivada da forc¸a cortante no aderente 2 com unidades em [N/m2],
• N2 e´ a forc¸a normal no aderente 2 com unidades em [N/m],
• N ′2 e´ a derivada da forc¸a normal no aderente 2 com unidades em [N/m2],
• tr e´ a espessura do aderente 2 com unidades em [m],
A partir desta hipo´tese, para o modelo cinema´tico do adesivo, pode-se escrever as condic¸o˜es de
equil´ıbrio para cada teoria e consequ¨entemente montar as relac¸o˜es forc¸a deslocamento requeridas.
5.3.2 Modelos de Goland-Reissner e Ojalvo-Eidinoff
A partir dos modelos cinema´ticos adotados, pode-se escrever as demais equac¸o˜es do modelo
das juntas. Nas equac¸o˜es 5.1 ate´ 5.15 resume-se as equac¸o˜es de equil´ıbrio e equac¸o˜es das relac¸o˜es
forc¸a-deslocamento do elemento adesivo diferencial mostrado na Figura 5.3.
Na Figura 5.3, fazendo-se a somato´ria das forc¸as na direc¸a˜o do eixo z apenas para o aderente
1, obte´m-se:
Q′1 − σ1zz = 0 (5.1)
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Agora, fazendo-se a mesma somato´ria para o aderente 2, obte´m-se:
Q′2 + σ
2
zz = 0 (5.2)
Na sequencia, fazendo o mesmo para o adesivo, tem-se:
Q′a = σ
2
zz − σ1zz (5.3)
Novamente para a Figura 5.3, fazendo-se a somato´ria das forc¸as na direc¸a˜o do eixo x para o
aderente 1, aderente 2 e adesivo, que sera˜o mostradas em separado, pelas equac¸o˜es 5.4, 5.5 e 5.6
respectivamente, sa˜o:
N ′1 − σ1xz = 0 (5.4)
N ′2 + σ
2
xz = 0 (5.5)
σ1xz = σ
2
xz (5.6)
Fazendo agora a somato´ria dos momentos na Figura 5.3 para o aderente 1, aderente 2 e adesivo,
cada caso analisado em separado nas equac¸o˜es 5.7, 5.8 e 5.9, respectivamente.
M ′1 +Q1 −
tc
2
σ1xz = 0 (5.7)
M ′2 +Q2 −
tr
2
σ2xz = 0 (5.8)
Qa =
(σ1xz + σ
2
xz)
2
ta (5.9)
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Para as equac¸o˜es 5.10, 5.11 e 5.12 sa˜o demonstradas as relac¸o˜es forc¸a-deformac¸a˜o respectiva-
mente para o aderente 1, aderente 2 e adesivo.
u′1 =
1
Etc
(
6M1
tc
+N1
)
(5.10)
u′2 =
1
Etr
(−6M2
tc
+N2
)
(5.11)
σaxz = Ga
[
u1 − u2
ta
+ α1
(
w′1 + w
′
2
2
)
+ α2
z
ta
(w′1 − w′2)
]
(5.12)
Nas equac¸a˜o 5.13, 5.14 e 5.15 esta˜o as relac¸o˜es tensa˜o-deformac¸a˜o para o aderente 1, aderente
2 e adesivo respectivamente.
w′′1 =
12M1
Et3c
(5.13)
w′′2 =
12M2
Et3r
(5.14)
σazz =
Ea
ta
(w1 − w2) (5.15)
σ0 =
σ1xz + σ
2
xz
2
(5.16)
onde α1 e α2 sa˜o constantes que dependem da equac¸a˜o da relac¸a˜o tensa˜o de cisalhamento de-
formac¸a˜o usada para o adesivo, σaxz tensa˜o cisalhante no adesivo e σ
a
zz tensa˜o normal no adesivo,
assumindo a raza˜o de Poisson nula.
Derivando a equac¸a˜o 5.15 quatro vezes e substituindo as equac¸o˜es 5.1, 5.2, 5.4, 5.5, 5.7, 5.10,
5.12, 5.13 e 5.14, obte´m-se:
σa(iv)zz −
6α2λ
2β
c2
σa(
′′)
zz +
ρ2
c4
σazz = 0 (5.17)
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sendo,
ρ2 =
24Eac
4
Et3cta
(5.18)
λ2 =
Gac
2
Etcta
(5.19)
β =
ta
tc
(5.20)
sendo c metade do comprimento do adesivo, σ
a(iv)
zz e´ a derivada a quarta da equac¸a˜o da tensa˜o
normal no adesivo e σ
a(′′)
zz e´ a derivada segunda da equac¸a˜o da tensa˜o normal do adesivo.
A equac¸a˜o da tensa˜o normal obtida considerando-se α2 = 0 e´ a equac¸a˜o da tensa˜o normal
no adesivo proposta por Goland e Reissner (1944), enquanto que α2 = 1 obte´m-se a equac¸a˜o
proposta por Ojalvo e Eidinoff (1978). Adotando-se α2 = 1 obte´m-se, a partir da equac¸a˜o 5.12,
uma variac¸a˜o linear da tensa˜o de cisalhamento a partir da espessura do adesivo, o que viola a
equac¸a˜o 5.9, enquanto que a escolha de α2 = 0 conduz a uma relac¸a˜o da tensa˜o de cisalhamento
constante atrave´s da espessura do adesivo o que satisfaz a equac¸a˜o 5.12. Desta forma, dando
eˆnfase a tensa˜o normal, a teoria de Goland e Reissner (1944) viola a equac¸a˜o da relac¸a˜o tensa˜o de
cisalhamento deformac¸a˜o, enquanto isso, a teoria de Ojalvo e Eidinoff (1978) viola o equil´ıbrio das
forc¸as horizontais para o adesivo.
Derivando a equac¸a˜o 5.16 treˆs vezes, e substituindo as equac¸o˜es 5.4, 5.7, 5.10, 5.13 e 5.12, a
equac¸a˜o 5.6 multiplicada por uma constante arbitra´ria α3 e a equac¸a˜oe 5.3 multiplicada por uma
constante arbitra´ria (1− α3), obte´m-se:
σa(
′′′)
xz −
λ2
c2
θσa(
′)
xz = 0 (5.21)
onde
θ = 8 + 6α1β + 6α3β + 6α1α3β
2 (5.22)
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onde α1 e´ uma constante que depende da equac¸a˜o que relaciona a tensa˜o de cisalhamento com a
deformac¸a˜o para o adesivo, σ
a(′′′)
xz e´ a tensa˜o cisalhante no adesivo derivada a terceira e σ
a(′)
xz e´ a
tensa˜o cisalhante no adesivo derivada a primeira.
A equac¸a˜o diferencial para a tensa˜o de cisalhamento, depende de α1 e α3.
Para α1 = 1 e α3 =
−1
1+β
obte´m-se a equac¸a˜o diferencial do modelo de Goland e Reissner (1944),
enquanto que para α1 = α3 = 1 obte´m-se a equac¸a˜o diferencial do modelo de Ojalvo e Eidinoff
(1978). Ambas as equac¸o˜es diferenciais da tensa˜o de cisalhamento podem ser desenvolvidas usando
a relac¸a˜o de tensa˜o de cisalhamento deformac¸a˜o. No entanto, no que diz respeito a tensa˜o de
cisalhamento, pode ser mostrado que ambas as equac¸o˜es propostas nos modelos Goland e Reissner
(1944) e Ojalvo e Eidinoff (1978) sa˜o para um valor arbitra´rio de α3. Ale´m disso, a deformac¸a˜o
usada nos dois casos sa˜o inadequadas para satisfazer o equil´ıbrio das forc¸as verticais do adesivo.
Com o pressuposto, σ1 = σ2, Q
′
a = 0 para a equac¸a˜o 5.3, o que contradiz a equac¸a˜o 5.6 que e´ dada
por Q′a = taτ
′
0 6= 0.
5.3.3 Aproximac¸a˜o nume´rica e matriz de rigidez do adesivo
Pressupondo que w varia linearmente atrave´s da espessura do adesivo em qualquer distaˆncia
x, dita que θy deve tambe´m variar linearmente atrave´s da espessura do adesivo. O elemento finito
de adesivo e´ desenvolvido considerando neste momento apenas o plano xz, os deslocamentos dos
no´s sera˜o u, w e θy variando linearmente atrave´s da espessura do elemento. Na equac¸a˜o 5.23 sa˜o
mostrados os deslocamentos nos no´s do elemento e o vetor de forc¸as nodais correspondentes, sendo
que os ı´ndices 1 e 2 referem-se aos aderentes 1 e 2 respectivamente.
{δ}T = [ u1 w1 θ1 u2 w2 θ2 ] (5.23)
{P}T = [ X1 Z1 M1 X2 Z2 M2 ] (5.24)
A matriz de rigidez para o elemento adesivo [k] relaciona {P} e {δ}, e segue a relac¸a˜o a seguir:
{P} = [k] {δ} (5.25)
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A energia de deformac¸a˜o ela´stica, U , segundo Goland e Reissner (1944) e Ojalvo e Eidinoff
(1978) e´ dada por:
U =
∫
V
(
(σazz)
2
2Ea
)
+
(
(σaxz)
2
2Ga
)
dV =
∫
z
(
(σazz)
2
2Ea
)
+
(
(σaxz)
2
2Ga
)
Aadz (5.26)
sendo Aa a a´rea projetada do adesivo no plano xz.
Substituindo as equac¸o˜es 5.12 e 5.15 na equac¸a˜o 5.26 e integrando-se, tem-se:
U =
EaAa
2ta
(w1 − w2)2 + GaAa
2
[(
u1 − u2
ta
)2
ta +
(
θ1 + θ2
2
)2
taα
2
1 +
(
θ1 − θ2
ta
)2
t3aα
2
2
12
]
+
GaAa
2
[
2
(
u1 − u2
ta
)(
θ1 + θ2
2
)
taα1
] (5.27)
Os termos i, j da matriz de rigidez [k] sa˜o determinados a partir da equac¸a˜o 5.28, que e´ obtida
a partir das condic¸o˜es de estacionalidade do funcional da energia U :
kij =
∂2U
∂δi∂δj
(5.28)
sendo δi os deslocamentos do vetor nodal definido na equac¸a˜o 5.23.
Analisando o termo (1, 3), apenas a t´ıtulo de exemplo, chega-se a:
k13 =
∂2U
∂δ1∂δ3
=
∂2U
∂u1∂θ1
=
GaAaα1
2
(5.29)
Repetindo este procedimento para todos os termos da equac¸a˜o 5.28 a matriz de rigidez do
elemento adesivo pode ser determinada, chegando-se a:
[k] =

C1 0 C3 −C1 0 C3
0 C2 0 0 −C2 0
C3 0 C4 −C3 0 C5
−C1 0 −C3 C1 0 −C3
0 −C2 0 0 C2 0
C3 0 C5 −C3 0 C4
 (5.30)
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sendo
C1 =
GaAa
ta
C2 =
EaAa
ta
C3 =C1α1
ta
2
C4 =C1
(
α21 +
α22
3
)
t2a
4
C5 =C1
(
α21 −
α22
3
)
t2a
4
(5.31)
A matriz de rigidez do elemento da equac¸a˜o 5.30 e´ utilizada para para a ana´lise de placa. Para
a ana´lise considerando o estado plano de tensa˜o, onde:
{δ}T = [ u1 u2 ] (5.32)
A matriz de rigidez e´ do tipo:
[k] =
[
C1 −C1
−C1 C1
]
(5.33)
Para a ana´lise considerando o estado plano de tensa˜o a tensa˜o que pode ser analisada e´ apenas
a tensa˜o cisalhante.
Elemento usando o modelo de Goland-Reissner
De acordo com a teoria proposta por Goland e Reissner (1944):
α1 = 1 e α2 = 0 (5.34)
Os termos da matriz de rigidez para o elemento adesivo utilizando esta teoria sa˜o obtidos
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substituindo a equac¸a˜o 5.34 em 5.31, o que resulta em:
C1 =
GaAa
ta
C2 =
EaAa
ta
C3 =C1α1
ta
2
C4 =C1
t2a
4
C5 =C1
t2a
4
(5.35)
Neste caso considera-se a tensa˜o cisalhante como sendo constante atrave´s da espessura do
adesivo.
Elemento usando o modelo de Ojalvo-Eidinoff
De acordo o modelo proposta por Ojalvo e Eidinoff (1978), adota-se:
α1 = 1 e α2 = 1 (5.36)
Os termos da matriz de rigidez para o elemento adesivo utilizando esta teoria sa˜o obtidos
substituindo a equac¸a˜o 5.36 em 5.31, o que resulta em:
C1 =
GaAa
ta
C2 =
EaAa
ta
C3 =C1α1
ta
2
C4 =C1
t2a
3
C5 =C1
t2a
6
(5.37)
Para este modelo a distribuic¸a˜o da tensa˜o cisalhante na espessura do adesivo e´ linear.
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Elemento usando o modelo de Carpenter
A matriz de rigidez proposta por Carpenter (1980a) e´ obtida assumindo:
α1 = 0 e α2 = 0 (5.38)
Para o elemento de Carpenter (1980a) o elemento funciona com corpos r´ıgidos conectados, ou
seja, os aderentes sa˜o considerados como corpos r´ıgidos. Assim, a matriz [T ] da equac¸a˜o 5.39 e´
utilizada para interligar os graus de liberdade dos aderentes com o adesivo, com isso, de acordo
com o modelo, resolve-se os problemas de equil´ıbrio do adesivo.
A matriz de rigidez ainda depende de uma multiplicac¸a˜o de uma matriz de acoplamento [T ]
que esta descrita pela equac¸a˜o 5.39.
[T ] =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
tc
2
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 − tr
2
0 1
 (5.39)
A matriz de rigidez [k], utilizando a teoria de Carpenter (1980a), e´ obtida a partir da equac¸a˜o 5.40.
[k] = [T ][k][T ]T (5.40)
onde [k] dado por:
[k] =

C1 0 0 −C1 0 0
0 C2 0 0 −C2 0
0 0 0 0 0 0
−C1 0 0 C1 0 0
0 −C2 0 0 C2 0
0 0 0 0 0 0
 (5.41)
Resolvendo a multiplicac¸a˜o matricial da equac¸a˜o 5.40, obte´m se:
[k] =

C1 0
tc
2
C1 −C1 0 tr2 C1
0 C2 0 0 −C2 0
tc
2
C1 0
t2c
4
C1 − tc2 C1 0 tctr4 C1−C1 0 − tc2 C1 C1 0 − tr2 C1
0 −C2 0 0 C2 0
tr
2
C1 0
trtc
4
C1 − tr2 C1 0 t
2
r
2
C1

(5.42)
59
Desta forma, a matriz de rigidez do adesivo para o modelo de Carpenter (1980a) esta descrita.
5.4 Ca´lculo do campo de tenso˜es nas juntas
O ca´lculo da tensa˜o e´ feito de acordo com o me´todo proposto por Tong e Sun (2003a) que
apresenta bons resultados tanto para estruturas planas quanto para estruturas curvas. O ca´lculo
e´ desenvolvido seguindo a equac¸a˜o 5.43, abaixo apresentada.
{σ} = [D] {²} (5.43)
onde o vetor {σ} e´ o vetor contendo as tenso˜es no elemento, a matriz [D] e´ a matriz das pro-
priedades dos materiais e {²} sa˜o as deformac¸o˜es. O ca´lculo das deformac¸o˜es e a montagem
da matriz das propriedades dos materiais sa˜o demonstradas respectivamente pelas equac¸o˜es 5.44
e 5.45.
[D] =
 Ea 0 00 Ga 0
0 0 Ga
 (5.44)
{²} =

²zz
²yz
²xz
 =

w1−w2
ta
v1−v2
ta
+ tc
2
θx1 +
tr
2
θx2
u1−u2
ta
− tc
2
θy1 − tr2 θy2
 (5.45)
Observa-se que este modelo pressupo˜e uma distribuic¸a˜o constante das tenso˜es normais e cisa-
lhantes no adesivo, e e´ compat´ıvel com os modelos apresentados anteriormente.
5.5 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foi apresentado o comportamento mecaˆnico do reparo e a modelagem da camada
adesiva, apresentac¸a˜o de teorias de camada adesiva ja´ desenvolvidas por outros autores, utilizando
como base estas teorias, apresentac¸a˜o da formulac¸a˜o utilizando o Me´todo dos Elementos Finitos
empregada para o desenvolvimento do elemento presente nesta dissertac¸a˜o.
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Cap´ıtulo 6
Crite´rio de projeto para
dimensionamento e selec¸a˜o de reparos
6.1 Introduc¸a˜o
Um material sob a aplicac¸a˜o de uma determinada carga mecaˆnica sofre alterac¸o˜es nas suas
condic¸o˜es de equil´ıbrio, que podem ser avaliadas, usando-se modelos matema´ticos representativos
atrave´s de suas varia´veis de estado mecaˆnicas que representam grandezas do tipo tensa˜o de trac¸a˜o,
de compressa˜o, de flexa˜o, de cisalhamento, entre outras. Os materiais apresentam um comporta-
mento bem definido ate´ determinados limites de carga mecaˆnica significativas, inclusive perdendo
a capacidade de resistir a`s cargas mecaˆnicas.
No contexto da mecaˆnica das estruturas, treˆs estados podem ser definidos previamente. Estes
estados sa˜o definidos como segue: o estado de alongamento ela´stico, o estado de alongamento per-
manente ou de dano e o estado de ruptura. Estes estados possuem limites extremos de resisteˆncia
mecaˆnica a` carga aplicada, a partir dos quais se modifica o comportamento do material, passando
de um estado ao outro. A ultrapassagem destes limites pode culminar com a ruptura total do
material.
Para predizer a mudanc¸a de estado de uma estrutura com reparos, dois crite´rios sera˜o usados.
O primeiro crite´rio e´ baseado na mecaˆnica da fratura linear ela´stica, cujos princ´ıpios ba´sicos sera˜o
apresentados de forma resumida neste cap´ıtulo. O segundo crite´rio, refere-se ao monitoramento
do estado de alongamento ela´stico do domı´nio do adesivo. Neste caso, usa-se um me´todo ligado a
tensa˜o de von Mises ma´xima admiss´ıvel para o adesivo.
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6.2 Crite´rio de projeto baseado em paraˆmetros da Mecaˆnica
da Fratura Linear Ela´stica (MFLE)
Neste item, sera´ apresentada, uma breve descric¸a˜o dos aspectos estruturais da mecaˆnica da
fratura aplicados a problemas bidimensionais. Os aspectos ligados a` engenharia dos materiais
com relac¸a˜o a` micro-estrutura e a fenomenologia da fratura na˜o sera˜o discutidos, e podem ser
encontrados em livros cla´ssicos da literatura (Broek 1987), (Gdoutos 1993), (Kanninen e Popelar
1985).
Este crite´rio de falha e´ considerado, pois na aplicac¸a˜o aerona´utica, os reparos estruturais sa˜o
muito utilizados para restituir a integridade estrutural das fuselagens, quando sa˜o detectadas
trincas devido a`s cargas de trabalho.
6.2.1 Conceitos ba´sicos da MFLE
A prevenc¸a˜o contra a falha de uma estrutura e´ o principal motivo para a realizac¸a˜o da ana´lise
estrutural. A fratura e´ apenas um dos exemplos pelo qual a estrutura pode falhar. O mecanismo
de falha catastro´fica por fratura caracteriza-se por um crescimento insta´vel e extremamente ra´pido
da trinca, que e´, geralmente, a etapa final do processo de falha. A falha por fadiga ocorre quando
um componente estrutural, ou corpo de prova, submetido a testes de fadiga fratura-se em duas
partes distintas. A falha por fadiga geralmente ocorre com cargas que, se aplicadas estaticamente
na˜o produziriam dano a` estrutura. O ponto de partida da falha e´, normalmente, uma regia˜o
com concentrac¸a˜o de tensa˜o, na presenc¸a ou na˜o de um dano inicial, que pode se transformar
em uma trinca. Um furo, feito, por exemplo, para a instalac¸a˜o de um rebite, e´ uma regia˜o de
concentrac¸a˜o de tensa˜o em relac¸a˜o ao carregamento aplicado. O dano pode estar presente na
estrutura de diversas formas como: arranho˜es, trincas, vazios etc., oriundos do pro´prio processo de
fabricac¸a˜o ou do uso indevido em servic¸o. Uma vez que a estrutura danificada e´ submetida a cargas
c´ıclicas, uma trinca podera´ se desenvolver e aumentar de tamanho em um processo conhecido como
crescimento da trinca por fadiga. Inicialmente o crescimento da trinca e´ esta´vel e lento ate´ que a
trinca atinja o seu comprimento cr´ıtico, onde ha´ uma regia˜o de propagac¸a˜o insta´vel, e a estrutura
na˜o mais possui condic¸a˜o de suportar as cargas de servic¸o, conduzindo a fratura. Na Mecaˆnica
da Fratura Linear Ela´stica, o paraˆmetro que mede de forma indireta o efeito da concentrac¸a˜o de
tensa˜o nas proximidades da ponta da trinca e´ denominado por fator de intensidade de tensa˜o (K).
Os conceitos para sua obtenc¸a˜o na˜o sa˜o aqui revisados, podendo ser encontrado em va´rios textos
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ba´sicos de Mecaˆnica da fratura, tais como Gdoutos (1993), Kanninen e Popelar (1985), Becker e
Shipley (1992), Broek (1982), Silveira (1997), Useche (2007).
Fatores de intensidade de tensa˜o
Existem treˆs tipos de fatores de intensidade de tensa˜o (KI , KII e KIII), que correspondem,
respectivamente, aos modos I, II e III de abertura da trinca, conforme ilustra a Figura 6.1 (Broek
1982).
Figura 6.1: Modos de abertura da trinca.
Denomina-se de modo I quando a trinca e´ solicitada por forc¸as de trac¸a˜o perpendicular ao plano
onde se encontra. O modo II caracteriza-se pela aplicac¸a˜o de uma forc¸a de cisalhamento paralela
ao eixo da trinca em uma representac¸a˜o bidimensional. O modo III corresponde a` aplicac¸a˜o de
uma forc¸a de cisalhamento perpendicular ao plano que conte´m a trinca em uma representac¸a˜o
bidimensional.
Os campos de tensa˜o e deslocamento, na regia˜o da trinca, sa˜o usualmente descritos em termos
de um sistema de coordenadas, com origem em sua ponta, conforme mostrado na Figura 6.2 e
sa˜o definidas atrave´s de func¸o˜es parame´tricas, envolvendo o fator de intensidade de tensa˜o K, a
distaˆncia r em relac¸a˜o a ponta da trinca e o aˆngulo θ, formado com o eixo x (Broek 1987).
Considerando uma placa infinita sob um carregamento bidimensional, os campos de tenso˜es,
para o caso de estado plano de tenso˜es podem ser obtidos atrave´s das seguintes equac¸o˜es, para o
63
Figura 6.2: Coordenada da trinca.
modo I (Paris e Sih 1965).
σxx =
KI√
2pir
cos
θ
2
(1− sin θ
2
sin
3θ
2
)
σyy =
KI√
2pir
cos
θ
2
(1 + sin
θ
2
sin
3θ
2
)
τxy =
KI√
2pir
sin
θ
2
cos
θ
2
cos
3θ
2
(6.1)
sendo KI o fator de intensidade de tensa˜o para o modo I.
As equac¸o˜es (6.1) permitem avaliar as tenso˜es para regio˜es perto da ponta da trinca apenas.
O campo completo de tenso˜es e´ obtido pela superposic¸a˜o dos demais esforc¸os que ocorrem na
estrutura, e podem ser representados por:
σij =
KI√
2pir
+ 2◦termo+ 3◦termo+ ...+ n◦termo (6.2)
Para pequenos valores de r, todos os termos sa˜o finitos, mas, o primeiro termo tende a infinito
uma vez que r tende a zero. Assim, todos os termos subsequentes podem ser desconsiderados nas
regio˜es pro´ximas a` ponta da trinca. Para r → 0, o primeiro termo e´ o u´nico termo com relevaˆncia
e a soluc¸a˜o para a equac¸a˜o (6.1) permite uma boa aproximac¸a˜o para casos onde o comportamento
do material na ponta da trinca na˜o envolve dissipac¸a˜o de energia por plastificac¸a˜o significativa.
64
Pode-se tambe´m obter, considerando o carregamento em modo I, os deslocamentos (u, v) de
qualquer ponto da estrutura pro´ximo a` trinca, usando-se as seguintes expresso˜es.
u =
KI
4G
√
r
2pi
((2κ− 1) cos θ
2
− cos 3θ
2
)
v =
KI
4G
√
r
2pi
((2κ− 1) sin θ
2
− sin 3θ
2
)
(6.3)
sendo para o estado plano de deformac¸a˜o κ = 3 − 4ν e para o estado plano de tensa˜o κ =
(3− ν)/(1 + ν) e o mo´dulo de cisalhamento G = E/2(1 + ν).
Modelo nume´rico para ca´lculo dos paraˆmetros da MFLE - Elementos quarter-point
Existem va´rios me´todos para a avaliac¸a˜o dos fatores de intensidade de tensa˜o K. As metodolo-
gias desenvolvidas sa˜o geralmente baseadas nos campos de deslocamentos ou em crite´rios de ener-
gia. O me´todo utilizado para este trabalho e´ o me´todo baseado no deslocamento.
O me´todo consiste na determinac¸a˜o do fator de intensidade de tensa˜o K, a partir do campo de
deslocamentos que define a abertura da trinca.
Para o ca´lculo de KI , e´ gerado um tipo de elemento para a regia˜o da ponta da trinca chamado
quarter point (Figura 6.3). O elemento recebe este nome, pois desloca-se o no´ central das laterais
para a posic¸a˜o de 1/4 da origem, aproximando-o do no´ que determina a ponta da trinca e mantendo
as mesmas func¸o˜es de forma. Com isso, cria-se uma singularidade, onde o Jacobiano do no´ que
representa a ponta da trinca assume o valor zero. Este elemento e´ de simples implementac¸a˜o, e
melhora a precisa˜o da ana´lise nume´rica, aliviando os requisitos de refinamento da malha na regia˜o
da ponta da trinca.
Figura 6.3: (a) Elemento quarter point e (b) Elemento normal.
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Pode-se demonstrar que o Jacobiano tende a zero, observando um elemento unidirecional
quadra´tico. Sabe-se que os deslocamentos sa˜o interpolados no espac¸o de refereˆncia de acordo
com a equac¸a˜o 6.4.
u =
3∑
i=1
Ni(ξ)ui (6.4)
para o caso de um elemento com treˆs no´s, conforme o lado 1−3 do elemento da Figura 6.4. Neste
caso, as seguintes func¸o˜es de forma sa˜o adotadas:
N1(ξ) =− 1
2
ξ(1− ξ)
N2(ξ) =(1− ξ2)
N3(ξ) =
1
2
ξ(1− ξ)
(6.5)
Para o espac¸o geome´trico, tem-se a transformac¸a˜o da equac¸a˜o 6.6.
x =
3∑
i=1
Ni(ξ, η)xi (6.6)
O que resulta em:
x = −1
2
ξ(1− ξ)x1 + (1− ξ2)x2 + 1
2
ξ(1− ξ)x3 (6.7)
Figura 6.4: Elemento unidirecional (a) espac¸o de refereˆncia e (b) espac¸o geome´trico.
Escolhendo x1 = 0, x2 = L/4 e x3 = L, ou seja, deslocando o no´ central (no´ 2), para a posic¸a˜o
L/4, tem-se a representac¸a˜o no espac¸o isoparame´trico de acordo com a equac¸a˜o 6.8.
x = (1− ξ2)L
4
+
1
2
ξ(1 + ξ)L (6.8)
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A equac¸a˜o que relaciona as coordenadas globais com as coordenadas locais, mostrado na
Figura 6.4 e´ mostrada abaixo:
ξ = −1 + 2
√
x
L
(6.9)
Para o ca´lculo do Jacobiano, deriva-se a equac¸a˜o 6.8 em func¸a˜o de ξ e substitu´ı-se a equac¸a˜o 6.9
nesta derivada, obtendo a relac¸a˜o abaixo:
J =
∂x
∂ξ
=
L
2
(1 + ξ) =
√
x
L
(6.10)
O que torna o Jacobiano nulo em x = 0 e corresponde a ξ = −1, que e´ o no´ a ser gerado na
ponta da trinca.
Sabendo que a deformac¸a˜o e´ dada pela equac¸a˜o 6.11.
² =
∂u
∂x
= J−1
∂u
∂ξ
=
∂ξ
∂x
∂u
∂ξ
(6.11)
O no´ x1 iguala-se a zero ocorrendo a singularidade.
Me´todo computacional de determinac¸a˜o dos fatores de intensidade de tensa˜o
O me´todo baseia-se na obtenc¸a˜o dos valores da relac¸a˜o |v|√
r
em pontos pro´ximos a` ponta da
trinca e em extrapola´-los para onde a singularidade, ou seja o ponto onde o raio e´ zero, conforme
mostrado na Figura 6.5. Assim, avalia-se inicialmente o campo de deslocamentos para uma dada
configurac¸a˜o de abertura, e define-se uma abertura |v|, como mostrado na Figura 6.5, considerando
θ = 180o.
O me´todo consiste na implementac¸a˜o da equac¸a˜o (6.3), para a determinac¸a˜o do fator de in-
tensidade de tensa˜o KI diretamente dos deslocamentos obtidos apo´s a execuc¸a˜o do programa de
elementos finitos.
Determina-se os valores dessas equac¸o˜es para θ = 180o, os valores de KI podem ser obtidos
para trinca na˜o sime´trica em modo I, ou seja, os deslocamentos dos no´s indicados por J e L na˜o
necessitam ser iguais.
v = (κ+ 1)
KI
2G
√
r
2pi
(6.12)
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Figura 6.5: Modelo da ponta da trinca.
KI =
√
2pi
2G
1 + κ
|∆v|√
r
(6.13)
sendo que ∆v representa a medida da diferenc¸a dos deslocamentos dos no´s (J − L) e (K −M).
Estabelecendo-se uma equac¸a˜o de reta a partir dos valores nos pontos conhecidos de deslocamento
na borda da trinca, pode-se calcular o coeficiente b e c da reta estipulada, conforme abaixo.
|∆v|√
r
= c+ br (6.14)
No ponto limite onde r tende a zero, tem-se:
lim
r→0
|∆v|√
r
= c (6.15)
Assim, determina-se o valor de c para o no´ I, e obte´m-se, o fator de intensidade de tensa˜o para
a ponta da trinca:
KI =
√
2pi
2G
1 + κ
c (6.16)
Neste caso, a falha e´ prevista quando o fator de intensidade de tensa˜o calculado pela equac¸a˜o 6.16,
ultrapassa o valor do fator de intensidade de tensa˜o cr´ıtico KIc, a menos de um coeficiente de se-
guranc¸a, conforme relac¸a˜o a seguir:
KI ≤ KIc
n
(6.17)
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onde KI e´ o fator de intensidade de tensa˜o calculado com ou sem a presenc¸a do reparo, KIc
e´ o fator de intensidade de tensa˜o cr´ıtico, que depende do material empregado e n e´ o fator de
seguranc¸a.
6.3 Crite´rio de falha baseado no n´ıvel de tensa˜o na camada
de adesivo
O segundo crite´rio de falha utilizado neste trabalho, e´ baseado na ana´lise da resisteˆncia da
camada adesiva, situada entre o reparo e a estrutura. A ana´lise estrutural de juntas coladas, conduz
a regio˜es de alta concentrac¸a˜o de tensa˜o no adesivo em regio˜es situadas pro´xima ao contorno do
reparo. Assim, os modos de falha considerados para a camada adesiva dependem das propriedades
do material do adesivo e do carregamento aplicado. Neste caso a falha esta´ associada a perda da
linearidade do material do adesivo, ou a` sua ruptura.
6.3.1 Crite´rio de falha considerando a ma´xima tensa˜o de von-Mises
(TMvM)
Na mecaˆnica dos so´lidos, va´rios crite´rios de falha podem ser aplicados aos materiais usuais da
engenharia. Dentre outros, destacam-se os crite´rios da tensa˜o normal ma´xima, da tensa˜o cisalhante
ma´xima e da energia de distorc¸a˜o.
O crite´rio da tensa˜o normal ma´xima pode ser facilmente aplicado comparando-se a tensa˜o
normal σzz do adesivo, que e´ obtida diretamente do programa, com o limite de escoamento do
material do adesivo a menos de um fator de seguranc¸a.
O crite´rio do cisalhamento ma´ximo e´ aplicado seguindo a equac¸a˜o abaixo:
τmax =
√
σ2yz + σ
2
xz ≤
Sy
n
(6.18)
onde n e´ o coeficiente de seguranc¸a. Para o crite´rio de energia de distorc¸a˜o, usa-se a tensa˜o
equivalente de von Mises que e´ dada pela equac¸a˜o abaixo:
Seqv =
1
6
√
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + 6(σ2xy + σ2yz + σ2xz) (6.19)
onde Seqv e´ a tensa˜o equivalente de von Mises.
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Pore´m, de acordo com as hipo´teses usadas no modelo do adesivo σxx = σyy = σxy = 0. Desta
forma, a tensa˜o de von Mises pode ser obtida por:
Seqv =
1
6
√
2[σ2zz + 3(σ
2
yz + σ
2
xz)] (6.20)
Agora a tensa˜o ma´xima de von Mises e´ obtida por:
STMvM = maxSeqv (6.21)
Para o rendimento do adesivo e´ feita a ana´lise da tensa˜o ma´xima de von Mises obtida pela
equac¸a˜o 6.21.
6.4 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foram apresentados dois crite´rios de projeto que podem ser aplicados para
reparos e reforc¸adores colados. Para o caso da utilizac¸a˜o da Mecaˆnica da Fratura Linear Ela´stica
foi apresentado de forma resumida os paraˆmetros da mecaˆnica da fratura, formas de abertura da
trinca e formas de avaliac¸a˜o dos fatores de intensidade de tensa˜o, bem como elementos especiais
(quarter-point) utilizados para um ca´lculo mais preciso dos fatores de intensidade de tensa˜o. Para o
caso de falha esta´tica sugere-se o caso do crite´rio de energia de distorc¸a˜o, onde a tensa˜o equivalente
de von Mises e´ utilizada empregando-se para o seu ca´lculo as tenso˜es normais (σzz) e as tenso˜es
cisalhantes (σyz e σxz) no adesivo.
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Cap´ıtulo 7
Implementac¸a˜o Computacional e
validac¸a˜o
7.1 Introduc¸a˜o
Neste cap´ıtulo sera˜o apresentados a infraestrutura computacional e os principais algor´ıtimos
utilizados neste implementac¸a˜o. Todos os detalhes das etapas do programa sera˜o apresentados, de
forma a gerar uma documentac¸a˜o ba´sica do sistema que sera´ disponibilizado para futuros alunos.
7.2 Infraestrutura computacional
Para a implementac¸a˜o foi usada a infraestrutura na Tabela 7.1. Todos os programas desen-
volvidos foram escritos em linguagem Fortran.
Tabela 7.1: Infraestrutura computacional.
Item Nome Informac¸a˜o
Sistema Operacional Microsoft Windows XP Professional Service Pack 3
Compilador Fortran Compaq Visual Fortran Professional Edition 6.6.0
Biblioteca IMSL
Ana´lise Estrutural Ansys 10.0
Processador AMD Athlon 64X2 Dual 2.61 GHz
4.0 GB RAM
7.3 Estrutura geral da implementac¸a˜o
Algor´ıtimo base do sistema e´ apresentado na sequ¨encia:
• Pre´-processamento
• Processamento
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• Po´s-processamento
A parte de pre´-processamento e´ efetuado no software Ansys e a transfereˆncia dos dados para
o simulador escrito em Fortran e´ feita utilizando um programa chamado Ansys2meflab, o qual,
gera um arquivo de dados com todas as propriedades do material, no´s, elementos, restric¸o˜es e
carregamentos aplicados.
A parte de integrac¸a˜o e´ o algor´ıtimo mais importante do programa, onde sa˜o efetuadas a
leitura dos dados em um arquivo gerado pelo programa Ansys2meflab, a montagem da matriz de
rigidez global e por fim a resoluc¸a˜o do sistema linear, onde sa˜o obtidos todos os deslocamentos
nodais. Este programa e´ denominado Meflab e vem sendo desenvolvido pelo grupo do DMC ha´
aproximadamente quatro anos((Cueto 2007a), (da Silva Ju´nior 2007)).
Na fase de po´s-processamento, a partir dos deslocamento nos no´s sa˜o feito os ca´lculos do
fator de intensidade de tensa˜o, quando houver trinca, e o ca´lculo das tenso˜es nos elementos, os
dados obtidos sa˜o transferidos novamente para o programa do Ansys por um programa chamado
res2Ansys, onde sa˜o feitas as ana´lises dos resultados.
7.3.1 Elementos desenvolvidos
Nesta etapa sera˜o apresentados os elementos implementados pelo autor e elementos ja´ imple-
mentados que foram utilizados no trabalho. A descric¸a˜o e´ feita na Tabela 7.2.
Tabela 7.2: Elementos desenvolvidos.
Item Descric¸a˜o Nu´mero de Pontos de Desenvolvimento
no´s Integrac¸a˜o
1 Triangular/Isotro´pico/Estado plano 6 6 Desenvolvido
2 Triangular/Anisotro´pico/Estado plano 6 6 Desenvolvido
3 Quadrila´tero/Isotro´pico/Estado plano 4 4 Dispon´ıvel
4 Quadrila´tero/Anisotro´pico/Estado plano 4 4 Desenvolvido
5 Quadrila´tero/Isotro´pico/Kirchhoff 4 4 Dispon´ıvel
6 Quadrila´tero/Anisotro´pico/Kirchhoff 4 4 Desnvolvido
7 Adesivo/Tridimensional 8 0 Desenvolvido
Pode-se observar, que no escopo deste trabalho, os elementos com lei de material anisotro´pico
foram implementados e um elemento tridimensional hexae´drico de oito no´s, adesivo foi desenvolvido
e implementado.
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7.3.2 Pre´-processamento
O processo de pre´-processamento do sistema e´ apresentado na Tabela 7.3.
Tabela 7.3: Pre´-processamento.
1. Escolha do elemento
2. Escolha do material
3. Definic¸a˜o da geometria
4. Criac¸a˜o da malha de Elementos Finitos
5. Aplicac¸a˜o de restric¸o˜es
6. Aplicac¸a˜o de carregamento
7. Transfereˆncia para o MEFLAB
7.1. Identificac¸a˜o do elemento
7.2. Identificac¸a˜o do material
7.3. Identificac¸a˜o dos no´s e elementos
7.4. Gravac¸a˜o dos dados em um arquivo de texto *.dat (Ansys2meflab)
a. Nu´mero de no´s
b. Nu´mero de elementos
c. Nu´mero de materiais
d. Nu´mero de propriedades geome´tricas diferentes
e. Listagem dos no´s e coordenadas
f. Listagem dos elementos com suas respectivas informac¸o˜es
g. Restric¸o˜es aplicadas
h. Carregamentos aplicados
Com esta etapa finalizada, tem-se um arquivo de dados, obedecendo as caracter´ısticas que o
MEFLAB necessita para a leitura, contendo o nu´mero de no´s e elementos, as propriedades do
material, tipo de elemento utilizado, restric¸o˜es da ana´lise e carregamento aplicado.
7.3.3 Processamento
As tarefas ba´sicas desta etapa esta˜o descritas na Tabela 7.4. A leitura do arquivo gerado
no pre´-processamento, integrac¸a˜o nume´rica para a obtenc¸a˜o da matriz de rigidez do elementos,
montagem da matriz de rigidez global, ca´lculo do vetor de carga nodal equivalente e finalmente
resoluc¸a˜o do sistema linear.
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Tabela 7.4: Processamento.
1. Leitura do arquivo de texto gerado pelo pre´-processamento
2. Montagem da matriz de rigidez do elemento segundo a equac¸a˜o abaixo
[Ke] =
∫
ξη
[B]T [D][B]detJdξdη
3. Montagem da matriz de rigidez global
4. Ca´lculo da carga nodal equivalente
{F} = ∫
L
[N ]T [N ]dx {q}
5. Resoluc¸a˜o do sistema linear
A partir desta etapa os deslocamentos dos no´s esta˜o dispon´ıveis, restando apenas o ca´lculo do
fator de intensidade de tensa˜o, quando for o caso, e as tenso˜es no elemento, que sera˜o feitas no
po´s-processamento.
7.3.4 Po´s-processamento
O algor´ıtimo para a parte de po´s-processamento esta descrito na Tabela 7.5.
Tabela 7.5: Po´s-processamento.
1. Ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o na ponta da trinca
KI =
√
2pi 2Gc
1+κ
c
2. Ca´lculo da tensa˜o no elemento
{σ} = [D][B] {ue}
3. Exportac¸a˜o dos dados para o Ansys
3.1. Gravac¸a˜o dos valores de deslocamento nos no´s
3.2. Gravando os valores das tenso˜es no elemento
3.3. Os dados sa˜o gravados em um arquivo de texto *.mac
4. Ana´lise dos resultados
7.4 Validac¸a˜o do elemento adesivo
O elemento adesivo, ja´ apresentado no cap´ıtulo 5, foi desenvolvido utilizando os artigos Goland
e Reissner (1944), Ojalvo e Eidinoff (1978), Carpenter (1980b) e Tong e Sun (2003a), para a
sua validac¸a˜o foi utilizado o resultado proposto por Tong e Sun (2003a) que utiliza a formulac¸a˜o
proposta pelos outros treˆs autores com uma mudanc¸a para a utilizac¸a˜o de estruturas curvas. Na
Figura 7.1 representa-se um esquema da estrutura utilizada para a validac¸a˜o, onde as chapas a
serem coladas sa˜o de alumı´nio com as seguintes propriedades mecaˆnicas: E = 70GPa, ν = 0, 33.
As dimenso˜es da pec¸a sa˜o: L = 150mm, c = 30mm, w = 10mm e a espessura da chapa de 5mm. O
material do adesivo apresenta mo´dulo de elasticidade Ea = 2, 4GPa e mo´dulo de cisalhamentoGa =
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1, 5GPa com espessura 0, 15mm. A estrutura esta carregada com uma carregamento distribu´ıdo
de trac¸a˜o no valor de q = 60N/mm.
Figura 7.1: Esquema de validac¸a˜o do elemento adesivo.
O campo de tenso˜es obtido para o adesivo e um gra´fico contendo as tenso˜es de cisalhamento
no adesivo esta˜o demonstrados nas Figuras 7.2 e 7.3, respectivamente. Na Figura 7.3, compara-se
os resultados obtidos com o Meflab com aqueles publicados por Tong e Sun (2003a), com uma
concordaˆncia entre eles. O resultado em valores de tensa˜o de cisalhamento usadas na comparac¸a˜o
sa˜o obtidos na linha me´dia do campo de tenso˜es mostrado na Figura 7.2.
A boa correlac¸a˜o obtida entre os resultados demonstra que a implementac¸a˜o efetuada e´ ade-
quada para a ana´lise em questa˜o.
7.5 Validac¸a˜o do ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o
Para a validac¸a˜o das rotinas de ca´lculo dos paraˆmetros da Mecaˆnica da Fratura, foram feitas
ana´lises em uma placa de ac¸o com propriedades mecaˆnicas E = 210 GPa e ν = 0, 3, com dimenso˜es
0, 4m x 0, 4m x 0, 02m, submetida a uma solicitac¸a˜o de trac¸a˜o de σ = 1MPa, contendo uma trinca
de comprimento 0, 0267 m no centro conforme indica a Figura 7.4 (Silveira 1997).
75
WX
WY
WZ X
Y
Z
-.983E+07
-.874E+07
-.765E+07
-.655E+07
-.546E+07
-.437E+07
-.328E+07
-.218E+07
-.109E+07
-719.169
Figura 7.2: Campo de tensa˜o cisalhante no adesivo em Pa.
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Figura 7.3: Comparac¸a˜o do resultado da tensa˜o de cisalhamento no adesivo.
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Figura 7.4: Modelo de placa submetida a` trac¸a˜o.
Observa-se que as dimenso˜es da placa sa˜o significativamente maiores que o comprimento da
trinca, o que permite desprezar os efeito de borda para o ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o.
Pode-se atrave´s da equac¸a˜o 7.1, determinar o valor do fator de intensidade de tensa˜o teo´rico, como
sendo:
KI = σ
√
(pia) (7.1)
Este problema foi modelado por elementos finitos, considerando-se a simetria geome´trica e de
carregamento existente na pec¸a. Com isso, a gerac¸a˜o da malha, para o modelo, e´ efetuada atrave´s
de 1/4 da pec¸a somente.
Foram testadas treˆs malhas com refinamentos distintos, com elementos triangulares, efetuando-
se um refinamento maior na regia˜o da ponta da trinca. A Figura 7.5 representa uma ampliac¸a˜o
das treˆs malhas na regia˜o pro´xima a ponta da trinca com diferentes tipos de refinamento. A
malha foi feita no Ansys 10.0 e os dados do modelo foram exportados para o Meflab usando-se um
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Tabela 7.6: Comparac¸a˜o dos resultados obtidos com diferentes refinamentos.
Malha Raio da Nu´mero de KI FEM KI Anal´ıtico Desvio
Roseta [m] elementos [MPa.m1/2] [MPa.m1/2] [%]
1 0,0015 876 0,208643 0,204793 1,88
2 0,001 948 0,208622 0,204793 1,87
3 0,0005 1062 0,205059 0,204793 0,13
programa dedicado ansys2meflab. A resoluc¸a˜o e´ realizada no Meflab. O refinamento das malhas e´
especificado pelo raio da roseta gerada na ponta da trinca, conforme ilustrado na Tabela 7.6.
X
Y
Z
(a) Malha 1.
A-E-L-K-N
(b) Malha 2.
A-E-L-K-N
(c) Malha 3.
Figura 7.5: Treˆs tipos de refinamento.
Os resultados dos ca´lculos dos fatores de intensidade de tensa˜o, utilizando elementos trian-
gulares de 6 no´s, utilizando as malhas demonstradas na Figura 7.5, podem ser observados na
Tabela 7.6. Nesta Tabela tambe´m sa˜o mostrados os resultados anal´ıticos obtidos para o caso da
chapa infinita.
Os erros encontrados em relac¸a˜o a` soluc¸a˜o anal´ıtica, para o caso da malha 3, e´ de 0,13 %,
o que pode ser considerado satisfato´rio. Para todos os casos analisados nas pro´ximas sec¸o˜es, o
refinamento com a roseta de raio 0, 0005m sera´ adotado.
7.6 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foram apresentadas as implementac¸o˜es computacionais e algumas validac¸o˜es
necessa´rias para a dissertac¸a˜o. As implementac¸o˜es para o pre´-processamento foram desenvolvidas
em APDL, (linguagem utilizada para o desenvolvimento de macros no programa Ansys). O pro-
grama desenvolvido para transferir dados do Ansys para o processamento no Meflab tambe´m foi
desenvolvido utilizando a linguagem APDL (ansys2meflab). O processamento foi desenvolvido
em FORTRAN, utilizando o programa Meflab. Parte do po´s-processamento e´ feita no Meflab: o
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ca´lculo das tenso˜es e o ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o quando ha´ a presenc¸a de trincas.
Os dados sa˜o transferidos para a sua visualizac¸a˜o no Ansys atrave´s de um arquivo gerado pelo
Meflab.
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Cap´ıtulo 8
Resultados nume´ricos
8.1 Introduc¸a˜o
Neste cap´ıtulo sera˜o apresentados os resultados de ana´lises para dois tipos de estruturas: chapas
planas e cascas cil´ındricas.
Sa˜o considerados duas te´cnicas de adesa˜o: rebites e cola. Considera-se tambe´m, dois tipos de
reparos: isotro´pico e laminado compo´sito. Como crite´rio de falha considera-se separadamente os
crite´rios da mecaˆnica da fratura e de falha esta´tica do adesivo.
8.2 Ana´lise de juntas usando o crite´rio de falha baseado
na MFLE
Para o crite´rio da MFLE foram analisadas chapas com trinca e carregamento no plano com e
sem reparo, com reparos do tipo isotro´pico rebitado, isotro´pico colado e compo´sito colado, ale´m
de fazer uma comparac¸a˜o dos resultados.
8.2.1 Aplicac¸a˜o em reparos isotro´picos rebitados
O objetivo deste estudo nume´rico e´ fazer uma ana´lise do rendimento do reparo isotro´pico
rebitado, utilizando o fator de intensidade de tensa˜o de modo I calculado na ponta da trinca como
crite´rio de projeto para a comparac¸a˜o dos diferentes reparos rebitados empregados. Adicional-
mente, os resultados obtidos para reparos rebitados sa˜o comparados com os resultados obtidos
para os reparos colados (Passalacqua e Pavanello 2008).
Para o reparo isotro´pico rebitado sera˜o considerados treˆs tipos de geometria do reparo. Para
cada geometria sera˜o analisados seis espessuras de reparo. A chapa base localizada no plano x, y
com dimenso˜es de 0, 4m x 0, 4m e espessura de 8mm. A trinca na estrutura base e´ situada no
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centro da chapa com dimensa˜o 2a variando de 4mm a 100mm. Treˆs geometrias do reparo foram
testadas e esta˜o descritas abaixo:
• Reparo quadrado centralizado, com 0, 2m x 0, 2m e espessura variando de 2mm a 12mm.
• Reparo vertical centralizado, com 0, 1m x 0, 2m e espessura variando de 2mm a 12mm.
• Reparo horizontal centralizado, com 0, 2m x 0, 1m e espessura variando de 2mm a 12mm.
Reparo quadrado (a). Reparo vertical (b).
Reparo horizontal (c).
Figura 8.1: Geometria dos reparos utilizados.
O material da chapa de base e do reparo sa˜o os mesmos, alumı´nio (Al 7075-T651) com pro-
priedades mecaˆnicas de mo´dulo de elasticidade E = 71, 0GPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 33 e
fator de intensidade de tensa˜o cr´ıtico Kc = 29, 7MPa
√
m. A ana´lise e´ feita considerando apenas
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um quarto da estrutura total, ou seja, apenas o primeiro quadrante mostrado pela Figura 8.1(a).
Na Figura 8.1(a) a trinca esta localizada paralela ao eixo x. As restric¸o˜es no problema sa˜o as
seguintes: para os no´s com coordenada y = 0 e coordenada x ≥ a a restric¸a˜o e´ para o grau de
liberdade v, para os no´s com coordenada x = 0 a restric¸a˜o e´ para o grau de liberdade u, o carrega-
mento e´ feito para a coordenada y = 0, 2m na direc¸a˜o paralela ao eixo y no valor de q = 1000N/m
como mostrado na Figura 8.3.
Figura 8.2: Esquema de rebitagem escalonada.
A esquema de rebitagem escolhido foi o escalonado, apresentado na Dissertac¸a˜o Garcia (1998),
este esquema foi escolhido devido a apresentar o melhor desempenho em fadiga, comparado com
os outros exemplos analisado pelo trabalho Garcia (1998), o esquema de rebitagem pode ser vi-
sualizado na Figura 8.2.
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Figura 8.3: Diagrama da restric¸o˜es, trinca e carregamentos aplicados.
Neste exemplo, o u´nico crite´rio de projeto considerado foi o de instabilidade para a propagac¸a˜o
da trinca.
Os resultados das Figuras 8.4, 8.5 e 8.6 sa˜o referentes ao fator de intensidade de tensa˜o de modo
I (KI), calculado para diferentes comprimentos de trinca, com e sem reparo. Ainda analisando as
Figuras 8.4, 8.5 e 8.6, para todos os gra´ficos o eixo das abscissas refere-se ao comprimento da trinca
(2a) em mm e o eixo das ordenadas ao valor de KI em MPa
√
m. Sa˜o mostrados os resultados
de KI para diferentes espessuras do material do reparo, em func¸a˜o dessa largura da trinca. Ale´m
disso, mostra-se a evoluc¸a˜o de KI da chapa sem reparo. Inclui-se tambe´m, o valor do fator de
intensidade de tensa˜o cr´ıtico (KIc) e o valor do fator de intensidade de tensa˜o cr´ıtico ponderado
por um fator de seguranc¸a (n), adotado com valor 2 neste trabalho.
Os resultados das Figuras 8.7, 8.8 e 8.9 sa˜o referentes ao ca´lculo do ı´ndice de desempenho
relativo IDR, calculado para diferentes comprimentos de trinca e va´rias espessuras de reparo.
Ainda nas Figuras 8.7, 8.8 e 8.9, para todos os gra´ficos a abscissas refere-se ao comprimento da
trinca (2a) em mm e a ordenada ao valor do IDR em porcentagem, que e´ calculado conforme
a equac¸a˜o 8.1. Cada linha dos gra´ficos refere-se ao IDR calculado para uma dada espessura de
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Figura 8.4: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para o reparo isotro´pico quadrado.
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Figura 8.5: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para o reparo isotro´pico vertical.
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Figura 8.6: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para o reparo isotro´pico horizontal.
reparo.
IDR =
KI(semreparo)−KI(comreparo)
KI(semreparo)
100% (8.1)
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.4, 8.5 e 8.6, a partir do ponto indicado com ’quadrado’ a
propagac¸a˜o da trinca ocorrera´, ou seja, a aplicac¸a˜o do reparo deve ser feita antes da trinca atingir
esse ponto 2a = 52mm para o caso da chapa sem reparo. O reparo deve pelo menos obedecer a
algum coeficiente de seguranc¸a, como, por exemplo, o coeficiente de seguranc¸a igual a 2 proposto,
o que corresponde ao ponto indicado com ’O’ nos gra´ficos das Figuras 8.4, 8.5 e 8.6.
Analisando a Figura 8.4, observa-se que o limite de projeto do reparo, considerando Kc/2 como
limite ma´ximo admiss´ıvel, corresponde a uma trinca de comprimento 2a igual a aproximadamente
14mm. Nesta regia˜o todos os reparos calculados podem ser aplicados, com ganhos da ordem de
20% a 65% em func¸a˜o da espessura da chapa de reparo como pode ser visto na Figura 8.7. Para
trincas com comprimento 2a acima de 14mm, e abaixo de 52mm, que corresponde ao valor cr´ıtico
KI = KIc (ponto ’quadrado’), deve-se escolher um reparo com no mı´nimo 4 mm de espessura para
atender os requisitos do projeto. Nesta regia˜o os reparos tera˜o um ı´ndice de desempenho melhor.
Ainda observando a Figura 8.4, tem-se que reparos com espessuras acima de 4mm, garantem que
na˜o ocorrera´ falha para chapas com trinca de ate´ 2a = 100mm.
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Figura 8.7: I´ndice de desempenho relativo do reparo isotro´pico quadrado.
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Figura 8.8: I´ndice de desempenho relativo do reparo isotro´pico vertical.
86
0 20 40 60 80 100
20
30
40
50
60
70
80
90
ID
 %
Comprimento total da trinca 2a [mm]
 
 
2 mm
4 mm
6 mm
8 mm
10 mm
12 mm
Figura 8.9: I´ndice de desempenho relativo do reparo isotro´pico horizontal.
Analisando a Figura 8.5, para comprimentos de trinca inferiores a 14mm, observa-se que todos
os reparos tem rendimentos inferiores ao caso anterior, sendo que todos eles apresentam rendimento
abaixo de 50%.
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.4, 8.5 e 8.6 e das Figuras 8.7, 8.8 e 8.9 observa-se, que para
este tipo de carregamento, quando modifica-se a geometria do reparo, pode-se observar sens´ıveis
modificac¸o˜es no rendimento dos reparos. O reparo horizontal (Figura 8.1c) tem o melhor rendi-
mento global neste caso, para todos os comprimentos de trinca considerados. O reparo quadrado
(Figura 8.1a) fornece bons ı´ndices de rendimento, todavia o peso adicional e´ duplicado. Para o
caso do reparo vertical (Figura 8.1b) o resultado na˜o foi satisfato´rio. As oscilac¸o˜es dos resultados
mostrados nas Figuras 8.5 e 8.8, ocorrem pois, os comprimentos de trinca considerados atingem o
final da chapa de reparo, o que inclui efeitos de borda na˜o considerados nesta ana´lise.
Outro aspecto na˜o considerado nesta ana´lise e´ o efeito de concentrac¸a˜o de tensa˜o nas regio˜es
rebitadas. Um estudo detalhado pode ser encontrado em Garcia (1998).
8.2.2 Aplicac¸a˜o em reparos isotro´picos colados
O objetivo desta sec¸a˜o e´ fazer uma ana´lise do rendimento de reparos isotro´picos colados,
utilizando o fator de intensidade de tensa˜o de modo I calculado na ponta da trinca da chapa de
base como crite´rio de projeto. Uma ana´lise da influeˆncia da espessura do adesivo e´ feita e uma
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comparac¸a˜o dos resultados obtidos com o reparo isotro´pico rebitado e colado e´ apresentada.
Para o reparo isotro´pico colado sera˜o considerados treˆs tipos de geometria do reparo da mesma
forma como foi feito com o reparo isotro´pico rebitado. Para cada geometria sera˜o analisadas seis
espessuras de reparo. As ana´lises sera˜o feitas para as duas espessuras do adesivo de 0, 15mm e
0, 30mm. A chapa aderente situa-se no plano xy e tem dimenso˜es de 0, 4m x 0, 4m com espessura
de 8mm. A trinca na estrutura de base e´ situada no centro da chapa com dimensa˜o 2a variando
de 4mm a 100mm, treˆs geometrias da chapa aderente foram consideradas:
• Reparo quadrado 0, 2m x 0, 2m com espessura variando de 2mm a 12mm.
• Reparo vertical 0, 1m x 0, 2m com espessura variando de 2mm a 12mm.
• Reparo horizontal 0, 2m x 0, 1m com espessura variando de 2mm a 12mm.
O material da estrutura da chapa de base e do reparo sa˜o os mesmos, alumı´nio (Al 7075-T651)
com propriedades mecaˆnicas de mo´dulo de elasticidade E = 71, 0GPa, coeficiente de Poisson
ν = 0, 33 e fator de intensidade de tensa˜o cr´ıtico KIc = 29, 7MPa
√
m. O material do adesivo tem
mo´dulo de elasticidade E = 2, 4GPa, com coeficiente de Poisson nulo e mo´dulo de cisalhamento
G = 1, 4GPa. A ana´lise e´ feita considerando apenas um quarto da estrutura total, ou seja, apenas
o primeiro quadrante mostrado pela Figura 8.1. So´ o modo I de abertura e´ considerado para o
ca´lculo do fator de intensidade de tensa˜o.
Os resultados das Figuras 8.10 a 8.15 sa˜o referentes ao (KI), calculado na ponta da trinca
para diferentes comprimentos de trinca, com e sem reparo com espessura do adesivo de 0, 30mm e
0, 15mm respectivamente. Ainda nas Figuras 8.10 a 8.15, para todos os gra´ficos o eixo horizontal
refere-se ao comprimento da trinca (2a) em mm e no eixo vertical ao valor de KI em MPa
√
m.
Nestes gra´ficos as curvas que referem-se ao KI calculado sem reparo para cada uma das espessuras
de reparo sa˜o mostradas. Ale´m disso, as refereˆncias KIc e KIc/n sa˜o apresentados.
Os resultados das Figuras 8.16 a 8.21 sa˜o referentes ao ca´lculo do IDR, calculado para diferentes
comprimentos de trinca e va´rias espessuras de reparo e espessura do adesivo de 0, 30mm e 0, 15mm
respectivamente. Ainda nas Figuras 8.16 a 8.21, para todos os gra´ficos o eixo horizontal refere-se
ao comprimento da trinca (2a) em mm e o eixo vertical ao valor do IDR em porcentagem. Cada
curva dos gra´ficos refere-se ao IDR calculado para cada espessuras de reparo.
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.10 a 8.15 a partir do ponto indicado com ’quadrado’ a
propagac¸a˜o da trinca ocorrera´, ou seja, a aplicac¸a˜o do reparo deve ser feita antes da trinca atingir
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Figura 8.10: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 30mm para o reparo
isotro´pico quadrado.
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Figura 8.11: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 30mm para o reparo
isotro´pico vertical.
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Figura 8.12: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 30mm para o reparo
isotro´pico horizontal.
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Figura 8.13: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 15mm para o reparo
isotro´pico quadrado.
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Figura 8.14: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 15mm para o reparo
isotro´pico vertical.
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Figura 8.15: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca, adesivo 0, 15mm para o reparo
isotro´pico horizontal.
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Figura 8.16: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 30mm para o reparo isotro´pico
quadrado.
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Figura 8.17: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 30mm para o reparo isotro´pico
vertical.
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Figura 8.18: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 30mm para o reparo isotro´pico
horizontal.
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Figura 8.19: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 15mm para o reparo isotro´pico
quadrado.
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Figura 8.20: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 15mm para o reparo isotro´pico
vertical.
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Figura 8.21: I´ndice de desempenho relativo do reparo, adesivo 0, 15mm para o reparo isotro´pico
horizontal.
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esse ponto (2a = 52mm). O reparo deve pelo menos obedecer a algum coeficiente de seguranc¸a,
como, por exemplo, o coeficiente de seguranc¸a igual a 2 proposto, o que corresponde ao ponto
indicado com ’O’ nos gra´ficos das Figuras 8.10 a 8.15. Ale´m disso, das figuras e´ poss´ıvel observar
que para a espessura de adesivo de 0, 30mm os resultados sa˜o ligeiramente piores que os do adesivo
com 0, 15mmmostrando que para adesivos com espessuras mais finas e bem controladas o resultado
melhora, a utilizac¸a˜o da espessura do adesivo a 0, 15mm e´ utilizada por va´rios artigos como (Rose
1988), (Bouiadjara et al. 2007), (Tong e Sun 2003b), entre outros. Um estudo detalhado da
influeˆncia da espessura no comportamento do IDR baseado nos crite´rios de mecaˆnica da fratura e´
uma das sugesto˜es para trabalhos futuros.
Analisando as Figuras 8.10 e 8.16, observa-se que o limite de projeto do reparo considerando
KIc/2 corresponde a uma trinca de comprimento 2a igual a 14mm. Nesta regia˜o todos os reparos
calculados podem ser aplicados, com ganhos da ordem de 57% a 82% em func¸a˜o da espessura
da chapa do reparo. Para trincas com comprimento 2a acima de 14mm, e abaixo de 52mm, que
corresponde ao valor cr´ıtico KI = KIc (ponto ’quadrado’) da chapa sem reparo, qualquer espessura
entre 2mm e 12mm pode ser escolhido, pore´m se um dos requisitos de projeto reduc¸a˜o de peso,
a melhor escolha e´ o reparo de 2mm que apresenta um bom rendimento e com peso reduzido.
Observa-se neste caso, que so´ o crite´rio da mecaˆnica da fratura foi avaliado. Outra possibilidade
de otimizac¸a˜o refere-se a forma do reparo. Este assunto sera´ trabalhado em trabalhos futuros.
Analisando as Figuras 8.11 e 8.17, para comprimentos de trinca inferiores a 52mm, observa-se
que todos os reparos tem rendimentos ligeiramente inferiores ao caso anterior. Isto e´, os reparos
com forma quadrada sa˜o mais eficieˆntes no caso do adesivo com 0, 30mm de espessura.
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.10, 8.11, 8.12 e das Figuras 8.16, 8.17 e 8.18 observa-se,
que para este tipo de carregamento, quando modifica-se a geometria do reparo, pode-se observar
modificac¸o˜es no rendimento dos reparos, mas de uma maneira geral, a partir de 2a = 20mm
todos os reparos tendem a estabilizar o valor de KI , independente do fato de considerarmos 2a
maiores. O reparo horizontal (Figura 8.12) tem o melhor rendimento global neste caso, para todos
os comprimentos de trinca considerados. O reparo quadrado (Figura 8.10) fornece bons ı´ndices de
rendimento, todavia o peso adicional e´ duplicado. Para o caso do reparo vertical (Figura 8.11) o
resultado na˜o foi satisfato´rio.
Nota-se de uma maneira geral, que os resultados para KI se estabilizam para trincas a partir
de 20mm aproximadamente. Todavia, considerando a refereˆncia de falha a pec¸a sem reparo, o
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IDR demonstrou sensibilidade ao valor de 2a ate´ 2a igual a 100mm.
A metodologia mostrada para ana´lise mostrou-se adequada neste caso. Todavia, em estudos
considerando chapas de alumı´nio com espessuras menores, pode conduzir a alterac¸o˜es de KI e IDR
maiores em func¸a˜o da aplicac¸a˜o dos reparos colados.
Em relac¸a˜o ao reparo rebitado (Figura 8.4 e 8.7), pode-se notar que os rendimentos encontrados
para os reparos colados (Figura 8.10 e 8.16) sa˜o superiores, o que mostra a melhor capacidade da
junta colada para transferir a carga da chapa de base, atrave´s da regia˜o com falha.
8.2.3 Aplicac¸a˜o em reparos compo´sitos colados
O objetivo deste exemplo e´ mostrar o comportamento do rendimento do reparo compo´sitos
colados, utilizando o fator de intensidade de tensa˜o de modo I calculado na ponta da trinca como
indicador de falha entre os diferentes reparos empregados.
Para o reparo compo´sito colado sera˜o considerados treˆs tipos de geometria do reparo, para
cada geometria sera˜o analisados cinco tipos de empilhamento. A chapa trincada 0, 4m x 0, 4m com
espessura de 8mm. A trinca na estrutura da base e´ situada no centro da mesma com dimensa˜o 2a
variando de 4mm a 100mm. As treˆs geometrias de reparo considerada esta˜o descritas abaixo:
• Reparo quadrado 0, 2m x 0, 2m.
• Reparo vertical 0, 1m x 0, 2m.
• Reparo horizontal 0, 2m x 0, 1m.
O material da estrutura da base e´ o alumı´nio (Al 7075-T651) com propriedades mecaˆnicas de
mo´dulo de elasticidade E = 71, 0GPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 33 e fator de intensidade de
tensa˜o cr´ıtico KIc = 29, 7MPa
√
m. Para a chapa de reforc¸o e´ utilizado um material composto
Boro-Epo´xi com propriedades mecaˆnica E1 = 204GPa, E2 = E3 = 18, 5GPa, ν12 = 0, 23, ν23 =
ν13 = 0, 25 e G12 = G13 = G23 = 5, 59GPa. Cada camada desse material composto apresenta
uma espessura de 1, 25mm. Para o adesivo, o material tera´ mo´dulo de elasticodade E = 2, 4GPa,
coeficiente de Poisson nulo e mo´dulo de cisalhamento G = 1, 4GPa. A espessura do adesivo e´ de
0, 15mm.
A ana´lise e´ feita considerando apenas empilhamento sime´trico. Foram feitas apenas cinco
configurac¸o˜es de empilhamentos que esta˜o mostradas na Tabela 8.1, os aˆngulos sa˜o considerados
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de acordo com o eixo x da Figura 8.1. Considera-se apenas um quarto da estrutura total, ou seja,
apenas o primeiro quadrante mostrado pela Figura 8.1.
Tabela 8.1: Aˆngulos do empilhamento para o material composto do reparo.
Reparo Empilhamento [o] Espessura [mm]
1 0/0 2,5
2 0/90/90/0 5,0
3 0/90/45/45/90/0 7,5
4 0/45/30/90/90/30/45/0 10,0
5 90/90/90/90/90/90/90/90 10,0
Os resultados das Figuras 8.22, 8.23 e 8.24 sa˜o referentes ao (KI), calculado para diferentes
comprimentos de trinca, com e sem reparo. Para todos os gra´ficos a abcissa refere-se ao compri-
mento da trinca (2a) em mm e a ordenada ao valor de KI em MPa
√
m. Mostram-se os resultados
deKI calculados sem reparo e com reparo para cada um do empilhamentos propostos na Tabela 8.1
ale´m de incluir as refereˆncias para KIc e KIc/n, adotando-se neste um fator de seguranc¸a igual a
dois.
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Figura 8.22: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para reparo compo´sito quadrado.
Os resultados das Figuras 8.25, 8.26 e 8.27 sa˜o referentes ao ca´lculo do IDR, para diferentes
comprimentos de trinca e va´rios empilhamentos do reparo. Para todos os gra´ficos a abcissa refere-se
ao comprimento da trinca (2a) em mm e a ordenada ao valor do IDR em porcentagem.
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Figura 8.23: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para reparo compo´sito vertical.
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Figura 8.24: Variac¸a˜o do valor de KI com o aumento da trinca para reparo compo´sito horizontal.
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Figura 8.25: I´ndice de desempenho relativo do reparo compo´sito colado quadrado.
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Figura 8.26: I´ndice de desempenho relativo do reparo compo´sito colado vertical.
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Figura 8.27: I´ndice de desempenho relativo do reparo compo´sito colado horizontal.
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.22, 8.23 e 8.24 pode-se notar que a chapa de base e´ a
mesma, portanto o ponto cr´ıtico para propagac¸a˜o e o de 2a = 52mm. O reparo deve pelo menos
obedecer a algum coeficiente de seguranc¸a, como, por exemplo, o coeficiente de seguranc¸a igual a 2
proposto, o que corresponde ao ponto indicado com ’O’ nos gra´ficos das Figuras 8.22, 8.23 e 8.24.
Para fins de projeto, considera-se trincas com comprimento cr´ıtico a partir do ponto ’O’.
Analisando as Figuras 8.22 e 8.25, observa-se que o limite de projeto do reparo considerando
KIc/2 corresponde a uma trinca de comprimento 2a igual a 14mm. Nesta regia˜o todos os reparos
calculados podem ser aplicados, com ganhos da ordem de 40% a 90% em func¸a˜o do empilhamento
utilizado no reparo. Para trincas com comprimento 2a acima de 14mm, e abaixo de 52mm,
que corresponde ao valor cr´ıtico KI = KIc (ponto ’quadrado’), qualquer empilhamento pode ser
empregado, pore´m obedecendo os requisitos do projeto o u´nico reparo que na˜o apresenta um bom
rendimento e´ o reparo de nu´mero 1, que pode ser utilizado pore´m tera´ um rendimento um pouco
superior a 40% enquanto que se optar pelo reparo de nu´mero 2 o rendimento ja´ sobe para 70%.
Analisando as Figuras 8.23 e 8.26, para comprimentos de trinca inferiores a 52mm, observa-se
que todos os reparos tem rendimentos inferiores ao caso anterior.
Analisando os gra´ficos das Figuras 8.22, 8.23 e 8.24 observa-se, que para este tipo de car-
regamento, quando modifica-se a geometria do reparo, as modificac¸o˜es no rendimento dos reparos
podem ser notadas. O reparo horizontal (Figura 8.27) tem o melhor rendimento global neste caso,
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para todos os comprimentos de trinca considerados. O reparo quadrado (Figura 8.25) fornece
bons ı´ndices de rendimento, todavia o peso adicional e´ duplicado. Para o caso do reparo vertical
(Figura 8.26) o resultado teve um desempenho pior.
Nota-se nesta ana´lise que os empilhamentos 2, 3 e 4 conduzem a um rendimento semelhante.
Este fato demonstra que adic¸a˜o de camadas que na˜o estejam na direc¸a˜o 90o acrescentam muito
pouca rigidez ao sistema, na direc¸a˜o de abertura da trinca, o que na˜o acarreta uma reduc¸a˜o
significativa nos valores de KI da junta.
No caso de carregamento combinados, modo I e modo II, os laminados compo´sitos empilhados
devem mostrar-se mais eficientes.
Considerando-se que para o caso de reparos compo´sitos ale´m da espessura, considera-se o
empilhamento na composic¸a˜o da equac¸a˜o constitutiva, torna-se inadequada a comparac¸a˜o entre
reparos isotro´picos e compo´sitos.
8.3 Ana´lise de juntas usando crite´rio de falha baseado na
TMvM
Nesta etapa sa˜o analisadas apenas os reforc¸adores estruturais colados utilizando elementos de
casca para o material da base e para o reforc¸ador. Sa˜o gerados resultados para reforc¸adores em
material isotro´pico e compo´sito, ale´m de fazer uma ana´lise comparativa entre os mesmos.
Considera-se neste caso, que a falha e´ governada por um crite´rio de perda de linearidade do
material do adesivo.
8.3.1 Aplicac¸a˜o em reparos isotro´picos colados
O objetivo deste exemplo e´ analisar o rendimento de reforc¸adores em material isotro´picos
colados. Utiliza-se a Tensa˜o Ma´xima de von Mises calculado na camada adesiva como indicador
do crite´rio de falha da teoria da energia de distorc¸a˜o.
Para o reforc¸ador isotro´pico colado sa˜o considerados treˆs tipos de geometria do reparo. Para
cada geometria sera˜o analisados seis espessuras diferentes variando de 2mm a` 12mm. A geometria
da base e´ uma casca com dimenso˜es de 0, 30m de comprimento e 0, 15m de raio com espessura de
8mm. A estrutura na˜o e´ danificada e o carregamento aplicado e´ uma pressa˜o interna de 1MPa.
As treˆs geometrias do reparo esta˜o descritas abaixo:
• Reparo quadrado 0, 16m x 0, 16m.
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• Reparo vertical 0, 12m x 0, 16m.
• Reparo horizontal 0, 16m x 0, 12m.
Reforc¸ador quadrado (a). Reforc¸ador vertical (b). Reforc¸ador horizontal (c).
Figura 8.28: Geometria dos reforc¸adores, utilizando simetria de 1/4.
O material da estrutura da base e do reforc¸ador e´ o alumı´nio (Al 7075-T651) com propriedades
mecaˆnicas de mo´dulo de elasticidade E = 71, 0GPa e coeficiente de Poisson ν = 0, 33. Para o
adesivo o material tera´ mo´dulo de elasticodade E = 2, 4GPa, coeficiente de Poisson nulo e mo´dulo
de cisalhamento G = 1, 4GPa e a espessura do adesivo e´ de 0, 15mm.
Os resultados para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador quadrado
conforme mostrado na Figura 8.28(a) e com variac¸a˜o da espessura proposta, podem ser observados
na Figura 8.29, os valores esta˜o em Pa.
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XY
Z
0
583722
.117E+07
.175E+07
.233E+07
.292E+07
.350E+07
.409E+07
.467E+07
.525E+07
Figura 8.29: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador quadrado isotro´pico com espessura de
2mm.
Para todas as espessuras do reforc¸ador proposta o campo de tensa˜o e´ praticamente o mesmo,
mudando apenas a amplitude da tensa˜o. Os valores ma´ximos para todas as espessura de reforc¸ador
esta˜o mostrados na Tabela 8.2.
Os resultados para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador vertical
conforme ilustrado na Figura 8.28(b), com a variac¸a˜o da espessura de reforc¸ador proposta, pode
ser observado na Figura 8.30, os valores esta˜o em Pa.
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XY
Z
0
588414
.118E+07
.177E+07
.235E+07
.294E+07
.353E+07
.412E+07
.471E+07
.530E+07
Figura 8.30: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador vertical isotro´pico com espessura de
2mm.
O resultado para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador horizontal
conforme ilustrado na Figura 8.28(c), com a variac¸a˜o da espessura proposta, pode ser observado
na Figura 8.31, os valores esta˜o em Pa.
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XY
Z
0
659974
.132E+07
.198E+07
.264E+07
.330E+07
.396E+07
.462E+07
.528E+07
.594E+07
Figura 8.31: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador horizontal isotro´pico com espessura
de 2mm.
Para todas as espessuras do reforc¸ador proposta o campo de tensa˜o e´ praticamente o mesmo,
mudando apenas a amplitude da tensa˜o, os valores ma´ximos para todas as espessura de reforc¸ador
esta˜o mostrados na Tabela 8.2.
Tabela 8.2: Tensa˜o ma´xima de von Mises na camada adesiva para o reforc¸ador isotro´pico.
Tipo de Tensa˜o ma´xima de von Mises
Reforc¸ador MPa
2[mm] 4[mm] 6[mm] 8[mm] 10[mm] 12[mm]
Quadrado 15,6 16,1 16,6 16,9 17,1 17,3
Vertical 15,8 16,1 16,5 16,7 17,0 17,2
Horizontal 15,5 16,2 16,6 16,9 17,1 17,3
Analisando os resultados das Figuras 8.29 ate´ 8.31 e da Tabela 8.2, observa-se que a tensa˜o
ma´xima de von Mises na camada adesiva na˜o varia significativamente para as geometrias do re-
forc¸ador consideradas, mas nota-se a que a variac¸a˜o neste indicador em func¸a˜o da espessura e´ um
pouco maior, sendo quanto maior a espessura do reforc¸o maior a tensa˜o ma´xima de von Mises no
adesivo. Contudo, e´ nota´vel que as variac¸o˜es sa˜o pequenas.
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8.3.2 Aplicac¸a˜o em reparos compo´sitos colados
O objetivo deste exemplo e´ analisar o rendimento de reforc¸adores em material compo´sitos
colados. O crite´rio de falha considerado refere-se a integridade estrutural do adesivo, e o indicador
utilizado e´ a Tensa˜o Ma´xima de von Mises calculada na camada adesiva. Os resultados obtidos
sa˜o comparados com os resultados obtidos com reforc¸adores isotro´picos colados analisados no item
anterior.
Para o reforc¸ador compo´sito colado sa˜o considerados treˆs tipos de geometria do reparo. Para
cada geometria sera˜o analisados cinco tipos de empilhamento. A geometria da base e´ uma casca
com dimenso˜es de 0, 30m de comprimento e 0, 15m de raio com espessura de 8mm. A estrutura
na˜o e´ danificada o carregamento aplicado e´ uma pressa˜o interna de 1MPa. As treˆs geometrias do
reparo esta˜o descritas abaixo:
• Reparo quadrado 0, 16m x 0, 16m.
• Reparo vertical 0, 12m x 0, 16m.
• Reparo horizontal 0, 16m x 0, 12m.
O material da estrutura da base e´ o alumı´nio (Al 7075-T651) com propriedades mecaˆnicas
de mo´dulo de elasticidade E = 71, 0GPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 33. Para o material do
reparo e´ utilizado um material composto Boro-Epo´xi com propriedades mecaˆnica E1 = 204GPa,
E2 = E3 = 18, 5GPa, ν12 = 0, 23, ν23 = ν13 = 0, 25 e G12 = G13 = G23 = 5, 59GPa, cada
camada desse material composto apresenta uma espessura de 1, 25mm. Para o adesivo o material
tera´ mo´dulo de elasticidade E = 2, 4GPa, coeficiente de Poisson nulo e mo´dulo de cisalhamento
G = 1, 4GPa e a espessura do adesivo e´ de 0, 15mm.
A ana´lise e´ feita considerando apenas empilhamento sime´trico. Foram selecionadas cinco con-
figurac¸o˜es de empilhamentos que esta˜o dispostos na Tabela 8.3, os aˆngulos sa˜o referentes ao eixo
z positivo da Figura 8.28, ou seja para θ = 0o o alinhamento das fibras e´ paralelo ao eixo z.
Considera-se apenas um oitavo da estrutura total, ou seja, apenas metade do que esta descrito
pela Figura 8.28.
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Tabela 8.3: Aˆngulos do empilhamento para o material composto do reforc¸ador.
Reforc¸ador Empilhamento [o] Espessura [mm]
1 0/0 2,5
2 0/90/90/0 5,0
3 0/90/45/45/90/0 7,5
4 0/45/30/90/90/30/45/0 10,0
5 90/90/90/90/90/90/90/90 10,0
Os resultados para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador quadrado
conforme ilustrac¸a˜o da Figura 8.28(a) considerando os reforc¸adores estruturais da tabela 8.3, po-
dem ser observados nas Figuras 8.32 e 8.33, onde os valores esta˜o em Pa.
X
Y
Z
0
396870
793740
.119E+07
.159E+07
.198E+07
.238E+07
.278E+07
.317E+07
.357E+07
Figura 8.32: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador quadrado composto do tipo 1 da
Tabela 8.3.
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XY
Z
0
.127E+07
.255E+07
.382E+07
.510E+07
.637E+07
.765E+07
.892E+07
.102E+08
.115E+08
Figura 8.33: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador quadrado composto do tipo 2 da
Tabela 8.3.
A orientac¸a˜o das fibras 0/0 no reparo 1, conduz a uma maior rigidez nesta direc¸a˜o sem reforc¸ar
a direc¸a˜o ortogonal, o que contribui para as tenso˜es se distribu´ırem de forma mais homogeˆnea em
torno de todo o reparo.
Os resultados para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador vertical do
tipo da Figura 8.28(b) e com os reforc¸adores estruturais da tabela 8.3 podem ser observados nas
Figuras 8.34 e 8.35, onde os valores esta˜o em Pa.
108
XY
Z
0
399071
798141
.120E+07
.160E+07
.200E+07
.239E+07
.279E+07
.319E+07
.359E+07
Figura 8.34: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador vertical composto do tipo 1 da
Tabela 8.3.
X
Y
Z
0
.128E+07
.256E+07
.384E+07
.511E+07
.639E+07
.767E+07
.895E+07
.102E+08
.115E+08
Figura 8.35: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador vertical composto do tipo 2 da
Tabela 8.3.
Os resultados para o campo de tensa˜o do adesivo com a configurac¸a˜o de reforc¸ador vertical do
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tipo da Figura 8.28(c) e com os reforc¸adores estruturais da tabela 8.3 podem ser observados nas
Figuras 8.36 e 8.37, os valores esta˜o em Pa.
X
Y
Z
0
425281
850562
.128E+07
.170E+07
.213E+07
.255E+07
.298E+07
.340E+07
.383E+07
Figura 8.36: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador horizontal composto do tipo 1 da
Tabela 8.3.
X
Y
Z
0
.132E+07
.263E+07
.395E+07
.526E+07
.658E+07
.790E+07
.921E+07
.105E+08
.118E+08
Figura 8.37: Campo de tensa˜o do adesivo para o reforc¸ador horizontal composto do tipo 2 da
Tabela 8.3.
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Quando se utiliza reforc¸adores muito finos, como e´ o caso do reforc¸ador 1 da Tabela 8.3, o
campo de tensa˜o (Figuras 8.36, 8.34 e 8.32) no adesivo fica mais espalhado, justamente pela menor
rigidez empregada por este reforc¸ador, o que na˜o ocorre para os outros reforc¸adores analisados.
Para os reforc¸adores de 2 a 5 da Tabela 8.3 o campo de tensa˜o e´ praticamente o mesmo das
Figuras 8.37, 8.35 e 8.33, mudando apenas a amplitude da tensa˜o.
Os valores ma´ximos para todos os reforc¸adores podem ser facilmente observados na Tabela 8.4.
Tabela 8.4: Tensa˜o ma´xima de von Mises na camada adesiva para o reforc¸ador compo´sito da
Tabela 8.3.
Tipo de Tensa˜o ma´xima de von Mises
Reforc¸ador MPa
1 2 3 4 5
Quadrado 3,6 11,5 11,7 12,7 19,2
Vertical 3,6 11,5 11,4 12,4 19,0
Horizontal 3,8 11,8 12,1 13,0 19,1
Analisando os resultados das Figuras 8.32 ate´ 8.37 e a Tabela 8.4, observa-se que a tensa˜o
ma´xima de von Mises na camada adesiva na˜o varia muito dependendo da geometrias do reforc¸ador
mais sim com a utilizac¸a˜o de diferentes empilhamentos. Nota-se que para o caso do empilhamento
1, o n´ıvel de tensa˜o no adesivo e´ muito inferior aos demais, uma vez que o esforc¸o foi mais bem
distribu´ıdo ao longo de todo o contorno do reparo.
Este fato pode ser explorado para a formulac¸a˜o de um problema de otimizac¸a˜o de reparos
estruturais, e sera´ explorado em trabalhos futuros.
Analisando-se as Figuras 8.29 ate´ 8.37 e as Tabelas 8.2 e 8.4, observa-se que a tensa˜o ma´xima
de von Mises na camada adesiva e´ menor com a utilizac¸a˜o de reforc¸adores compo´sitos, a na˜o ser
pela utilizac¸a˜o do reparo com empilhamento do tipo 5 da Tabela 8.3, que apresenta tenso˜es em
valores superiores a`s encontradas nos casos de utilizac¸a˜o de reforc¸adores isotro´picos. Tal fato
ocorre, devido a excessiva rigidez adicionada na direc¸a˜o 90o, conduzindo a uma concentrac¸a˜o de
tensa˜o na borda do reparo.
Uma outra forma de ana´lise ainda pode ser empregada, quanto maior a rigidez proporcionada
pelo reparo maior sera´ a tensa˜o ma´xima de von Mises no adesivo.
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Cap´ıtulo 9
Disposic¸o˜es finais
Neste capitulo sa˜o apresentadas as concluso˜es e discusso˜es pertinentes ao desenvolvimento desta
dissertac¸a˜o. No final do cap´ıtulo sa˜o feitas algumas sugesto˜es de trabalhos futuros para um maior
aprofundamento em alguns to´picos estudados.
9.1 Conclusa˜o
Foram apresentados ao longo deste trabalho uma breve deduc¸a˜o do modelo de elasticidade
plana para materiais isotro´picos e compo´sitos, modelo de placa delgada de Kirchhoff tambe´m para
materiais isotro´picos e compo´sitos, teorias utilizando me´todos nume´ricos para a considerac¸a˜o do
adesivo, ale´m de poss´ıveis crite´rios de falha para a utilizac¸a˜o de reparos rebitados e colados.
Para as teorias apresentadas, foram demonstradas as formulac¸o˜es utilizando o me´todo dos
elementos finitos, considerac¸a˜o de estado plano de tenso˜es e placa delgada de Kirchhoff, bem
como, os elementos implementados usando esta teoria.
O me´todo dos elementos finitos foi utilizado tambe´m no desenvolvimento de um elemento
adesivo, mostrou-se a sua formulac¸a˜o, implementac¸a˜o e validac¸a˜o artigos publicados em revistas
(Goland e Reissner 1944), (Ojalvo e Eidinoff 1978), (Carpenter 1980a), (Carpenter 1980b), (Tong
e Sun 2003a) e (Tong e Sun 2003b).
Problemas que envolvem s´ıntese de projetos de reparos estruturais em materiais compo´sito ou
isotro´picos sa˜o componentes de uma linha de pesquisa de grande aplicac¸a˜o acadeˆmica e industrial.
O modelo de elementos finitos para adesivos se constitui de uma ferramenta u´til em projetos
de estruturas coladas. As teorias apresentados, utilizadas neste trabalho, mostram-se adequadas
a` implementac¸a˜o realizada para a determinac¸a˜o do campo de tensa˜o no adesivo.
Os resultados obtidos mostraram que as formas de ana´lise propostas conduzem a projetos
112
o´timos conflitantes, ou seja, analisando apenas o fator de intensidade na ponta da trinca, verifica-
se que a forma do reparo e a sua espessura alteram o seu rendimento. No entanto, analisando
apenas a tensa˜o ma´xima de von Mises na camada adesiva, a forma do reforc¸ador na˜o altera
significativamente o rendimento do reforc¸ador, pore´m a sua espessura altera a tensa˜o no adesivo.
Quanto mais espesso o reforc¸ador, maior a tensa˜o ma´xima de von Mises na camada adesiva, tendo
em vista que a rigidez do reparo torna-se muito maior que a rigidez da chapa ou do cilindro.
Os materiais compo´sitos utilizados como reparo e reforc¸ador estruturais colados, apresentam
um melhor rendimento se comparados aos de materiais isotro´picos colados e rebitados, justificando
o grande nu´mero de pesquisadores trabalhando na a´rea.
O me´todo nume´rico de Elementos Finitos, aplicado a` formulac¸o˜es em deslocamento e presso˜es,
constituem uma ferramenta u´til para ana´lise estrutural de chapas e cascas. Os deslocamentos
das cascas e das chapas foram resultado de um programa dedicado a` ana´lise estrutural usando o
Me´todo dos Elementos Finitos, que foi testado e validado neste trabalho. Para o desenvolvimento
do elemento adesivo baseou-se em teorias desenvolvidas por autores consagrados da a´rea Goland
e Reissner (1944), Ojalvo e Eidinoff (1978), Carpenter (1980a) e Tong e Sun (2003a).
A implementac¸a˜o foi desenvolvida na linguagem FORTRAN e foi baseada em mo´dulos de reso-
luc¸a˜o utilizando matrizes esparsas, que permite a soluc¸a˜o de problemas com nu´mero considera´vel
de graus de liberdade com boa eficieˆncia computacional.
9.2 Trabalhos futuros
O presente trabalho abre uma se´rie de perspectivas promissoras para pesquisa na a´rea de ana´lise
e s´ıntese de estruturas danificadas e reparadas usando reparos isotro´picos ou compo´sitos.
As principais sugesto˜es de continuidade mais imediatas para a sequeˆncia deste trabalho sa˜o:
• Implementac¸a˜o de modelos de paine´is aerona´uticos reforc¸ados e com trinca, utilizando reparos
isotro´picos e compo´sitos colados.
• Implementar modelos mais completos da mecaˆnica da fratura, com outros componentes de
fatores de intensidade de tensa˜o na ponta da trinca, considerando modo II e misto para o
caso de estado plano de tenso˜es e modo II a V no caso de cascas espaciais.
• Desenvolver um modelo dinaˆmico para a ana´lise da trinca e reparo, verificando a influeˆncia
do reparo no comportamento vibrato´rio do sistema.
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• Formular um problema de otimizac¸a˜o topolo´gica e de forma para o projeto de reparos
isotro´picos e compo´sitos (da Silva 2001) e (Porto 2006).
• Acoplar o problema estrutural com o problema acu´stico interior, buscando-se avaliar a in-
flueˆncia dos reparos na resposta vibroacu´stica do sistema (Cueto 2007a).
• Estudar e implementar elementos de placa utilizando a teoria de Reissner, com lei constitutiva
anisotro´pica.
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